2. Funkce a jejich grafy

2.1. Pojem funkce a jeji vlastnosti. Realna funkce [ jedné realné proménné z je takova
binarni relace z mnoziny R do mnoziny R, Ze pro kazdé z € R existuje nejvyse jedno y € R,
pro které [z,y] € f. Mnozinu vSech z, pro které existuje pravé jedno takové gy, nazyvame defini¢nim
oborem funkce f azna¢ime D;.Mnozinu vSech y = f(z), kde = € Dy, nazyvame oborem hodnot
funkce f aznacime Hy, .

Necht f je redlna funkce a J C Dy .

Rikéme, e funkce f je v intervalu J C Dy

rostouci, pravé kdyz pro vSechna 1,29 € J : 11 < 20 = f(11) < f(22);

klesajici, pravé kdyz pro véechna x1,29 € J: x1 < 29 = f(x1) > f(z2);

neklesajici, pravé kdyz pro vSechna z1,z2 € J : 21 < 22 = f(x1) < f(z2);

e nerostouci, pravé kdyz pro vSechna x1,29 € J: 21 < 20 = f(21) > f(22);

e prostd, pravé kdyz pro vSechna x1,xe € J : 11 # 2o = f(x1) # f(x2).

Je-li f prostd na svém defini¢nim oboru, existuje inverzni funkce f~!. Tato funkce je také prosta
aplati Dy = Hy, Hy—1 = Dy . Grafy funkci f a f~! jsou navzajem soumérné podle piimky y = x .

Funkce f, pro kterou plati « € Dy <= (—x) € Dy, se nazyva

e suda, jestlize pro vSechna x € Dy : f(—z) = f(x),

e lich4, jestlize pro vSechna x € Dy : f(—x) = —f(z).

Funkce f, kterd je definovand v R, se nazyva periodicka, jestlize existuje T > 0 tak, Ze pro kazdé
k € Z plati:

zeR= flz+kT) = f(x).
Cislo T se nazyva perioda funkce f ; nejmensi periodu nazyvame zdkladni periodou funkce f .
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Kapitola 2
2.2. Linearni funkce. Linearni funkce je funkce dana predpisem:
y=kr+q, kqeR, Df=R
Grafem je pfimka, viz obr. 2.1 a,b,c.
Ay Ay k=0 )y
k>0 E<0 q konstantni
P o q
rostouci / klesajici
(@] T 0 T 0] T
q
Obr. 2.1a Obr. 2.1b Obr. 2.1¢c

2.3. Kvadraticka funkce. Kvadraticka funkce je funkce dana ptredpisem:

y=ax?+br+c, abceR, a0, Df=R

b b
Grafem je parabola s vrcholem V = [2, f (
a

2)} , viz obr. 2.2a,b. Kvadraticka funkce neni na R
a
prosta.

a>0 AY a<0 Ay
V__
|
|
- | O >
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\%4
Obr. 2.2a

Obr. 2.2b
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2.4. Linearni lomena funkce. Linearni lomena funkce je funkce dana pfedpisem

¢#0, ad # be, DfR\{d}

c

ar +b

yzcx—&—d’

d

Grafem je hyperbola se stfedem S = {—, a} , viz obr. 2.3. Asymptoty maji rovnice
¢’ e
x=—d/e, y=ajc.

Poznamka. Je-li ad = bc, ¢ # 0, potom existuje k tak, ze a = kc, b=kd, a tedy

kex + kd  k(cx +d)
= = :k’
cx+d cx+d

je konstantni funkce. Je-li ¢ =0, d#0, je y = (a/d)x + b/d linedrni funkce.

AY

2.5. ReSené priklady.

1. Nakreslete grafy funkci

a)y=-3z4+1, b)y=|z—1]—-|z+1],

|+ Va2 +4x 44
C)y:L7 d)y=——"7%5—.

x x+ 2

Reseni:

a) y=—-3r+1: Dy = R a grafem je pfimka, kterou uréime dvéma body, napf. prisecikem

1
3,0] s osou x a prusecikem [0,1] s osou y (viz obr. 2.4).
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y=—3z+1

Obr. 2.4
b) y=lz—1|—|z+1]: Df =R;body —1,1déli Dy na tii intervaly (—oo,—1), (—1,1) a
(1,00) a v kazdém z téchto intervalil je dand funkce linerni:

x€(—o0,-1)=y=—az+14+z+1, y=2
ze(-1,1)=y=—x+1-2—-1,y=-2z
ze(lyoo) —=y=ax—1-az—-1,y=-2.

Graf je nakreslen na obr. 2.5.

Y

Obr. 2.5

= w : Dy =R\ {0} ; postupujeme stejné jako v pfipadé b) a dostaneme:

c) y

xe(—oo,0)=>y=_m+x,y:0
x
xe(O,oo)=>y:x+$,y=2
x

Graf je nakreslen na obr. 2.6.
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Obr. 2.6
d) y= % :Je 22 +4r +4 = (x +2)? > 0, a tedy definiénim oborem je mnozina

Dy={z;zeR, v+2#0} =R\ {-2}. Déle je:

Va2 +de+4 (42?2 [z+2

)

T+ 2 T+ 2 T+ 2
a tedy
- 2
$€(—®,—2):>y=%,y:—l,
T+ 2
€ (-2, —y=——,y=1.
T € (—2,00) =y 232 Y

Graf jsou dvé oteviené polopfimky rovnobézné s osou z (viz obr. 2.7).

AY
1
?
3 .
46 _1
Obr. 2.7
2. Nakreslete grafy funkci
a) y = —a* + 2z, b)yz’m2—6x+1 ,
Q)y=a*—zlz -2/ —4, d)y=|z?—4z|+2|.
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Reseni:

a) y=—-2’+2z:Je Dy=R ay=—(2?—-22)=—(2?—20+1)+1=—(z—1)?+ 1. Tedy
grafem je parabola s vrcholem [1,1]. Dosazenim x = 0 dostaneme y = 0, coZ znamena, Ze
graf protina osu y v poc¢atku. Podobné feSenim rovnice y = 0 <= —(z—1)2+1 = 0 zjistime,
ze pruseciky s osou z jsou body [0,0] a [2,0]. Graf je nakreslen na obrazku 2.8.

Obr. 2.8

b) y=|22—6x+1]:Je Dy =R arovnice 22 — 6x + 1 =0 mé kofeny 3 +2v/2.
Tedy

_f a?—6x+1 =(x—3)2—8 proz e (—00,3—2v2)U(3+2V2,),
YTl-2 16— 1 =8—(z—3)? proxe (3-2v2,3+2V2).

N4

Ol3—2v2 3 342v/2

Obr. 2.9
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To znamenad, Ze ¢ast grafu dané funkce lezici nad intervalem (3 — 2V/2,3+ 2\5) je obloukem
paraboly y = —x2 4+ 6z — 1 a zbyvajici ¢ast je sjednocenim dvou obloukil paraboly y =
x? — 62 + 1. Graf (viz obr. 2.9) protind osu y v bodé [0,1] a osu x v bodech [3 —2+v/2,0],
[3 +2v/2,0] . Vrchol stiedniho oblouku grafu je v bodé [3,8].

c) y=a2*>—zlr—2/—4:Je D;=R a

2
1 9
y = 2? —z(—z+2)—4 :2x2—2x—4:2(m—2> ~5 pro z € (—o0,2),
22 —z(z—2)—4 =2z—4 proz € (2,00).

Graf dané funkce (viz obr. 2.10) je tedy sjednocenim oblouku paraboly y = 222 — 22 — 4

lezictho nad intervalem (—o00,2) a polopfimky vychazejici z bodu [2,0] a obsahujici bod
1 9

[4,4] . Graf obsahuje vrchol oblouku paraboly, kterym je bod {2, —2] .

1Y

|
nlo
.

Obr. 2.10

d) y = |2 — 4]z| + 2|: Funkce je sudd s Dy = R. Graf je tedy soumérny podle osy y, a
proto sta¢i vySetfit jeho ¢ast nad intervalem (0,00) — zbyvajici ¢ast ziskdme pomoci osové
soumeérnosti.

Rovnice 2% — 4z + 2 = 0 ma kofeny 2+ /2, takze
y=2>—dx+2=(z-2+V2)(z-2-V2),

a proto

B 22 —dr+2 =(x—-2)2-2 proxe(0,2—+2)U(2+2,00),
Y2 24402 =2-(2-2)2 proze(2—v2,2+2).

Prava ¢ast grafu dané funkce, tj. ¢ast lezici nad intervalem (0,00), se tedy sklada ze dvou
obloukti paraboly y = 22 — 4z + 2 nad intervaly (0,2 —v/2) a (2 +1/2,00) a z oblouku
paraboly y = —a2 + 42 — 2 nad intervalem (2 — /2,2 4+ v/2). Cely graf dané funkce se
tedy sklada ze Sesti obloukil ¢tyt rtiznych parabol (viz obr. 2.11). Z obrazku je vidét, ze graf
obsahuje vrcholy dvou z téchto ¢tyt parabol.
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—2-v2 -2 -2+v20| 2-v2 2 24+v2
Obr. 2.11
3. Sestrojte grafy funkci
) 1 b) 4—z
a — =
Y= V=
Reseni:
1
a) y= 2l : Funkce je suda s Dy = R\ {0}, graf je tedy soumérny podle osy y.Pro = >0 je
x
1
y = — , a proto graf dané funkce je sjednocenim dvou vétvi dvou rtiznych rovnoosych hyperbol
x

viz obr. 2.12).

LY
— __1_
| | T
! I >
-1 O 1
Obr. 2.12
4—x . . . ; o ]
b) y= ) :Je Dy =R\ {—2}. Ukédzeme, ze grafem je hyperbola. Za timto u¢elem upravime
x
algebraicky vyraz, jimz je funkce definovana:
-4  r+2-6 14 6
LT R r+2 x+2°
Polozime-li w = x4+ 2 a v = y + 1, tj. zavedeme-li nové soufadnice, dostaneme rovnici
hyperboly
6
v=—.
U

Stredem hyperboly je pocatek nové souradné soustavy a asymptotami jsou jeji souradné osy.
Odtud plyne, ze v ptuvodni souradné soustavé mé stfed hyperboly souradnice zg = —2,
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Yo = —1 a asymptoty maji rovnice x = —2, y = —1. Priseciky hyperboly se soufadnymi
osami z, y jsou body [4,0] a [0,2]. Graf dané funkce je nakreslen na obr. 2.13, kde jsou
vyznaceny i souradné osy u, v.

| AY
|
|
|
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|
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|
|
Obr. 2.13
2.6. Neresené priklady.
Nakreslete (do jednoho obrézku) grafy funkei:
l.y=z; y=z+3; y=z-3 [(—o0; 00)]
2. y=2a%; y=(x-2)?; y=(x+2)>2 [(—00; 00)]
s 1.1
yfxa yia:—l ) yim—f—l

Nakreslete graf funkce:

1 y—2+a2 [(—o00; 00)]
9 y—141 [(—o00;0) U (0 00)]
CETEE = T =
[(_0073)U(33OO)5 (_005_5) (—5,00), (—OO,3)U 3; }
y = laf [(—o00; 00)]
y=lo+le—1] (-

y = |z% — 5z + 6] [(—

® N o o

y=x?—5lz|+6 [(—



