6. Analyticka geometrie linearnich a kvadratickych utvara v roviné.

6.1. V této kapitole budeme studovat geometrické tlohy v roviné analyticky, tj. linedrni a kvadratické
geometrické utvary vyjadiime pomoci vztahti mezi souradnicemi.

V celé kapitole budeme predpokladat, ze v roviné je pevné zvolena kartézskd soustava soufadnic
(05 2,y).

Necht jsou dany v roviné body A = [a1,as], B = [b1,b2]. Vzdalenost |AB| bodu A, B je dédna
vzorcem

|AB| = /(b1 — a1)? + (b2 — a3)?

6.2. Parametrické vyjadreni pfimky v roviné.
Zvolme na piimce dva rizné body A, B. Body A, B uréuji na pfimce nenulovy vektor u = AB.
Rovnici

’X:A—i—tu, kde t € R

)

kde X je libovolny bod pfimky, nazveme parametrickou rovnici pfimky, kde A je bod pfimky, ¢
je parametr a u je smérovy vektor pfimky (viz obr. 6.1).

u

| ]
T T

A B X=A+tu

Obr. 6.1
e Je-li t € (0,00), je bod X bodem polopiimky AB.
e Je-li t € (—00,0), je bod X bodem polopiimky opacéné k polopfimce AB.
e Jeli t€(0,1), je bod X bodem tsecky AB.

e Je-li t ==, jebod X stfedem tisecky AB.

1
2

Necht je ddn v roviné bod A = [a1,as2] a vektor u = (uy,usz) . Potom piimka, kterd prochazi bodem
A a méa smérovy vektor u, mé toto parametrické vyjadreni v souradnicich:

T =aj + tug
y=as+tus, teER

u

X = [z,y] je libovolnym bodem piimky.
Pfimku uréenou bodem A a smérovym vektorem u budeme znacit p(A,u).

6.3. Neparametrické vyjadfeni pfimky v roviné.

e Smérnicova rovnice pfimky(viz obr. 6.2) ma tvar

’y:kx—kq, k,ge R (6.1)

Koeficient k se nazyva smérnice primky. Jeho geometricky vyznam je dan vztahem k = tgyp,
kde ¢ je smérovy uhel primky, tj. thel, ktery pfimka svird s kladnou poloosou z . Koeficient
q je tsek, ktery pfimka vytinad na ose y, tj. y-ova soufadnice priseciku piimky s osou y. Je-li
v rovnici (6.1) ¢ = 0 , pfimka prochdzi poc¢dtkem, je-li k = 0, pfimka je rovnobé&Znd s osou z .
Rovnici (6.1) nelze vyjadiit pfimku rovnobéznou s osou y . Pfimka rovnobéznd s osou y mé rovnici
r=c¢ ceR.

93



54 Kapitola 6

e Pfimka urdend bodem A = [a;,a3] a smérnici k , mé rovnici

’y—agzk(:ﬂ—al),keR‘ (6.2)

Obr. 6.2

e Pfimka urdend dvéma raznymi body A = [a1,as], B = [b1,b2], kde a1 # by, m4 rovnici

(x —ay) (6.3)

LY

Yy

Obr. 6.3 Obr. 6.4

e Primka vytinajici na osach x,y tseky p,q ma rovnici

X
*Jrg:l,p,qGR,pwz#O
P q

(viz obr. (6.4)). Této rovnici se k4 tisekova rovnice primky.

e Vsechny dosud uvedené tvary rovnice piimky v roviné jsou specidlnim piipadem linearni rovnice o
dvou nezndmych = a y tvaru

ar+by+c=0, (a,b)#(0,0)‘

Tato rovnice se nazyva obecna rovnice primky.

6.4. Vzdalenost bodu od pfimky. Necht je v roviné dédna piimka p rovnici ax + by + ¢ = 0, kde
(a,b) # (0,0) abod M = [mj, ms]. Potom vzdalenost bodu M od pifimky p je

. lamy + bma + |

e (6.4)
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6.5. Odchylka o dvou primek v roviné. Jsou-li p: y = kix + q1, ¢: y = kox + g2 dvé piimky, pak
jejich odchylka o je dana vzorcem

k1 — k2

t = |—F
ga ’1+l€1]€)2

Jkika £ -1, a= g je-li ky - kg = —1. (6.5)

Kvadratické atvary v roviné (kuZelosecky) jsou analyticky popsdny kvadratickou rovnici. Jsou
to: kruznice, elipsa, hyperbola, parabola. V této kapitole budeme analyticky vyjadfovat jen kuzelosecky,
jejichz osy lezi na osach kartézské soustavy soufradnic, nebo jsou s nimi rovnobézné.

6.6. KruzZnice. Kruznice je mnozina bodt, které maji od daného bodu, zvaného stfed kruznice,
stejnou nenulovou vzdalenost zvanou polomér kruznice.

e Kruznice se stfedem S = [zg, o] a s polomérem r m4 rovnici

’(x—xo)2+(y—yo)2=r2, reR*‘ (6.6)

o Je-li stfed S = [0, 0], kruznice mé rovnici

’x2+y2=7"27 rERJ" (6.7)

Teéna ke kruznici s rovnici (6.6) a s bodem dotyku T = [z1, y1] mé rovnici

’ (x — mo)(x1 — m0) + (¥ — o) (y1 — Yo) =17 ‘

Je-li stfed S =[0,0], tj. v pfipadé kruznice s rovnici (6.7), mé tecna rovnici

’m1+yy1:r2‘

6.7. Elipsa. Elipsa je kfivka (viz obr. 6.5), jejiz vSechny body maji konstantni soucet vzdalenosti od dvou
ruznych pevné zvolenych bodi. Tyto body se oznacuji Fy, F» a nazyvaji se ohniska elipsy. Soucet
vzdélenosti |Fy M |+|FoM|,kde M jelibovolny bod elipsy, se oznacuje 2a ; zfejmé a € RT,2a > |F} Fy|.
Stied S usecky FyFy se nazyvéa stfed elipsy. Pfimka FjF5 se nazyva hlavni osa a kolmice k ni
vedend bodem S se nazyva vedlejsi osa elipsy. Pruseciky A;, Ay elipsy s hlavni osou a pruseéiky
By, By s vedlejsi osou se nazgvaji vrcholy elipsy. Usecky SA; a SAs;, pro jejichz velikosti plati vztah

|SA1| = |SAs| = a, se nazyvaji hlavni poloosy a tsecky SB; a SBs, jejichz velikost se znadi b,
se nazyvaji vedlejsi poloosy. Pro velikost hlavni a vedlejsi poloosy plati vztah a > b. (Hlavni, resp.
vedlej§i poloosou se ¢asto nazvé téz ¢islo a , resp. ¢islo b.) Cislu e = |SF;| = |SFy| se fikd excentricita

(vystfednost). Velikost hlavni poloosy a, velikost vedlejsi poloosy b a excentricita e spliiuji rovnici

e =a? - b?

Elipsa se stfedem S = [xg, o], s hlavni poloosou a a vedlejsi poloosou b mé rovnici

(z—20)* | (¥ 1)
2 T = lL,a>b>0 (6.8)
Je-li stied S = [0,0] (viz obr. 6.6 ), elipsa ma rovnici
22 P
a—2+b—2:17a>b>0 (6.9)
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0,54”
b3
Fy —— F
A2 }/2/ } 2
By
Obr. 6.5 Obr. 6.6

Poznamky:

e 7 definice elipsy je zfejmé, Ze elipsa dand rovnici (6.9) m4a hlavni osu totoZnou s osou z (ohniska
lezi na ose z).

2 2
. .. X . N “ s v
e Je-li v rovnici — + 2—2 =1, a=b, a,b € RT, pak tato rovnice popisuje kruznici s polomérem a
a

a stfedem v pocatku.

Teéna k elipse s rovnici (6.8) a s bodem dotyku T = [z1,y1] mé rovnici

(x — x0) (21 — 20) n (y — y0)(¥1 — ¥o) -1
a? b?

Je-li stted S =[0,0], tj. v piipadé elipsy s rovnici (6.9), mé te¢na rovnici

T Y

a? 1)72:1

6.8. Hyperbola. Hyperbola je kiivka (viz obr. 6.7), jejiz vSechny body maji konstantni absolutni hod-
notu rozdilu vzdalenosti od dvou rtznych pevné zvolenych bodid. Tyto body se oznacuji Fi, Fy a
nazyvaji se ohniska hyperboly. Absolutni hodnota rozdilu vzdalenosti ||FiM| — |[FoM]||, kde M je
libovolny bod hyperboly, se oznacuje 2a ; zfejmé a € Rt 2a < |Fy F»|. Stied S tsecky FyFy se nazyva
stfed hyperboly. Piimka F}F5 se nazyva hlavni osa a kolmice k ni vedend stifedem S se nazyva
vedlejsi osa hyperboly. Priseéiky hyperboly s jeji hlavni osou, body A;, As, se nazyvaji vrcholy hy-
perboly. Use¢ky SA;, SAs jsou tzv. hlavni poloosy; pro jejich délku plati vztah |[SA;| = |SAs| =a.
(Casto se hlavni poloosou nazyvéa téz ¢islo a.) Vzdalenost e = |SF;| = |SFy| se nazyva excentricita
(vystfednost) hyperboly. Vedlejsi poloosy jsou tsecky SB;i, SBa, kde body B; a By jsou jediné
body na vedlejsi ose hyperboly, jejichz vzdélenost od bodti A; a As je rovna e. (I pod vedlejsi poloo-
sou se Casto rozuméji nejen usecky SBp, SBs, ale i jejich velikost.) Velikost b vedlejsi poloosy spliiuje
rovnici
e? = a® 4 b?

Jestlize a = b, hyperbola se nazyvi rovnoosa.
Hyperbola se stfedem S = [z, yo], s hlavni poloosou a, vedlejsi poloosou b ma rovnici

2 \2
(@ af") _ W beO) =1, a,beRT (6.10)

Je-li stted S =1[0,0] (viz obr. 6.8 a), hyperbola m4 rovnici

2 2
%—%2:1, a,beRT (6.11)
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Obr. 6.8 a Obr. 6.8 b

Poznamky:

e 7 definice hyperboly je zfejmé, ze hyperbola dand rovnici (6.11) ma hlavni osu totoznou s osou z
(ohniska lezi na ose z).

e Hyperbola, kterd mé stfed S = [0,0], hlavni osu totoZnou s osou y (ohniska lezi na ose y ), hlavni

2 2
poloosu b, vedlejsi poloosu a, ma rovnici —— + L] (viz obr. 6.8 b).

a? = b2

Teéna k hyperbole s rovnici (6.10) a s bodem dotyku T = [z1,y1] ma rovnici

(z —mo)(x1 —20) (¥ —yo)(y1 — ¥o) —1
a? b?

Je-li stied S =[0,0], tj. v pfipadé hyperboly s rovnici (6.11), m4 te¢na rovnici

TT1 yyl—l
@ h

Asymptoty hyperboly jsou pfimky, které prochazeji jejim stiedem a sviraji s jeji hlavni osou tihel

a, kde tga = +— . Asymptoty hyperboly s rovnici (6.10) maji rovnice
a

b
Y—%o Zig(x—xo)

a asymptoty hyperboly s rovnici (6.11) maji rovnice

y==x-x.
a

6.9. Parabola. Parabola je kiivka (viz obr. 6.9), jejiz kazdy bod je stejné vzdélen od daného bodu F,
zvaného ohnisko paraboly, a od dané ptimky d, zvané ¥idici pfimka paraboly. Je-li tedy M libovolny
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bod paraboly a P je jeho pravoihly pramét na ¥idici pfimku, plati rovnost |FM| = |PM|. Vzdalenost
ohniska F' od fidici pfimky se nazyva parametr paraboly a znaci se p; je tedy

p € RT. (N&kdy se parametrem paraboly rozumi é&slo 2p a éislo p se nazyvd poloparametrem
paraboly.) Kolmice k Fidici pfimce prochdzejici ohniskem F se nazyva osa paraboly a jeji prisecik

s parabolou, bod V', se nazyva vrchol paraboly. Pro vrchol V' plati vztah |V F|= g .

+y
[0, p]
|
|
| Y
[-£,0]| O :F g
|
4|10, =]
Obr. 6.9 Obr. 6.10

Parabola s vrcholem V' = [zg,y0] a s ohniskem F = [g + xo, Yo] mA rovnici

\ (y — y0)* = 2p(z — o), p € RF \ (6.12)

Je-li vrchol V' =0,0] a ohnisko F = {g, 0} (viz obr. 6.10), parabola m4 rovnici

’yz =2pz, pe RT \ (6.13)

Poznamka: Parabola s vrcholem v pocatku a s ohniskem lezicim na zaporné poloose x, resp. na
kladné poloose ¥, resp. na zdporné poloose y mé rovnici

y? = —2px, resp. xz?=2py, resp. x°>=—2py,pcRT.

Tecéna k parabole s rovnici (6.13) a s bodem dotyku T = [x1,y1] m& rovnici

’p(aﬁﬂcl) = yyl‘

Tec¢nu k parabole s rovnici (6.12) lze z této rovnice odvodit posunutim soustavy soutfadnic.
Poznamky:

Rovnice (6.6) az (6.11) se nazyvaji stfedové rovnice.
Rovnice (6.12) a (6.13) se nazyvaji vrcholové rovnice.
Rovnice (6.7), (6.9), (6.11), (6.13) se nazyvaji rovnice v zékladni poloze.

Rovnice Az? +By?+Crx+Dy+E=0,kde A,B,C,D,E € R a alespoii jedno z &isel A, B je
nenulové, mize vyjadfovat nékterou z kuzelose¢ek danych rovnicemi (6.6) az (6.13), pokud lze tuto
rovnici algebraickymi tipravami pfevést na néktery z uvedenych tvart.

Rovnice Az? + By? + Cay + Dx + Ey+ F =0, kde A,B,C,D,E,F € R, C # 0 a alespon
jedno z ¢isel A, B je nenulové, mize vyjadiovat kuZelosecku, kterd nemd osy (pro parabolu osu)
rovnobézné ani totozné s osami souradnic. VysSetfovani kuzelosecek v této poloze neni v osnovach
stfedni skoly.
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e Vzajemnou polohu pfimky a kuzelosecky vysetfujeme tak, ze hledame jejich spole¢né body feSenim
soustavy jejich rovnic.

e Spole¢né body dvou kuzelosecek hleddme Fesenim soustavy jejich rovnic.

6.10. Resené piiklady.

Ve vSech nasledujicich tlohach predpokladédme, Zze soutadnice bodt a vektort jsou dany v kartézské
soustavé souradnic.

1. Vypoctéte vysku v, trojihelniku ABC s vrcholy A =1[5,2], B=][1,5], C =[-2,1].

Reseni: Vysku v, vypoéteme jako vzdéalenost vrcholu A od p¥imky BC', jejiz rovnice podle
vzorce (6.4) je

1-5
y—5= 5 1(33—1), tj. po tpravé 4r —3y—+11=0.
4-5-3-2+11 25
Pak podle vzorce (12.4) va:| + |:—:5.
42 + (-3)? 5

2. Napiste rovnici pfimky [ tak, aby se soufadnymi osami vytvofila trojihelnik o obsahu P = 3 a
prochézela bodem A = [4,—-3].

Reseni: Je-li

f + y =1
p q
tsekova rovnice pfimky [, potom plati vztahy
4 3
2P=pg=6, -—-=1.
p q

1
Druhou rovnici upravime na tvar 4qg — 3p = pq, vypocCteme z ni q = 1(3]) + 6) a dosadime do

prvni rovnice. Dostaneme kvadratickou rovnici

3p? +6p—24=0,

3
z niZ plyne p1o = -1+ v1+8,atedy p1 = -4, @1 = —5 nebo ps = 2, g2 = 3. Uloze tedy
vyhovuji dvé primky:

Iy _i4+i3:1, tj. 3z +8y+12=0;
T2

la: — = =1, tj 3 2y— 6=0.
2 2+3 ) J 'I+y

3. Urcete prisecik M a odchylku piimek
a:2xr—y—6=0, b:x—y+3=0.
Reseni: Soufadnice priseéiku M vyhovuji soustavé dvou linearnich rovnic
20 —y—6=0, z—y+3=0,
z niz plyne z =9, y=12,tj. M =[9,12].

Odchylku o danych pfimek uréime pomoci vzorce (6.5). Protoze smérnice k,, k, piimek a, b
jsou ko, =2, ky =1, dostaneme

ko — ky
]. + ka : kb

tgo = -
s ’ 1+2-1| 3’

_‘2—1’_1

a tedy o = 18°26'.
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4. Napiste rovnici pfimky, kterd prochdzi bodem A = [—4,3] a méa od pocétku vzdélenost v =5.

Reseni: Ze zadani tlohy plyne, Ze hledanou piimku lze vyjadiit rovnici tvaru (6.1). Odtud a ze
vzorce (6.4) pro vzdalenost piimky od bodu plyne, ze p, ¢ musi splilovat rovnice

lq

VEZ+ 1

7 prvni rovnice dosadime do druhé ¢ = 4k + 3 a po umocnéni dostaneme kvadratickou rovnici
4 16 25
9k? — 24k + 16 = 0, kterd ma jediné feseni k = 3 Tedy q = 3 +3= 3

dk+3-q=0, 5=

1
Hledana pfimka ma rovnici y = §(4x +25), neboli 4z — 3y +25=0.

Poznamka. VSimneme-li si, Ze vzdalenost bodu A od pocéatku je rovna 5, potom muzeme okamzité
usoudit, Ze hledana p¥imka musi byt kolmé na pfimku OA a musi mit tedy podle vzorce (6.5)

4
smérnici k = 3 Usek ¢ pak dostaneme dosazenim souradnic bodu A do rovnice y = gx +q.

. Urcete stfed S a polomér r kruZnice

k: 22 4+ 2y* —4a + 12y = 10.
Reseni: Rovnici pfevedeme na tvar (6.6)

2(x? — 2z) + 2(y* + 6y) = 10
(z® —22) + (y* + 6y) = 5
(-1 +(y+32?-1-9= 5
(z—12+(y+3)>=15

Odtud S =[1,-3], r =+/15.

. Urcete rovnici kruznice k, kterd ma stied v bodé S = [1,3] a dotyka se pfimky p dané rovnici

7x +y = 0. Urcete bod dotyku.

Reseni: Polomér hledané kruznice je roven vzdalenosti bodu S od piimky p, takze podle vzorce
(6.4) je

_ s tysl 10 _ 5
VA9 +1 /50 '
Kruznice k& m4 tedy rovnici (z —1)2+ (y —3)?2 = 2.

Bod dotyku T wuréime t¥eba jako pruseéik pfimky p s pfimkou [, kterd prochézi bodem S a
je kolmd na p. Ze vzorce (6.4) a podminky kolmosti dvou pfimek plyne, ze piimka ! mé rovnici

y—3 = ?(z —1), tj. po tpravé x—"7y+20 = 0. Soufadnice bodu T tedy ziskdme FeSenim soustavy

r—Ty+20=0, 7z4+y=0.

5 5 55

Poznamka: Soutfadnice bodu T bychom mohli ziskat téz fesenim nelinearni soustavy rovnic:

2 14 2 14
Této soustavé vyhovuji x = ——-, y= — atedy T = [ } .

y+7x =0, (z—1)°4+(y—3)2*=0.

. Napiste rovnice tecen kruznice 2 +y? — 6x — 10y + 29 = 0, které prochézeji bodem P = [-2,5].

ResSeni: Rovnici kruznice uvedeme na tvar (6.6); dostaneme rovnici

(x=3)*+(y—5)7=5
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a tedy st¥ed kruznice S = [3,5] a polomér r = /5. Snadno je vidét, ze zadna te¢na ¢ nemtize
byt rovnobézné s osou y, a proto méa rovnici tvaru y = kx + ¢ . Protoze vzdalenost stfedu S od
te¢ny je rovna r = /5, z podminky P €t a ze vzorce (6.4) plyne, 7e plati rovnice

B Bk-5+d

2k+5—-¢q¢=0,
1 k2+1

Z prvni rovnice dosadime ¢ = 2k +5 do druhé rovnice a po umocnéni a tpravé dostaneme rovnici

1 .
20k* =5,z niz plyne k12 ==+-,atedy ¢1 =6, g2 =4. Uloha m4 tedy dvé feseni

2
X .

ti:y = 54—6, tj. x—2y+12=0;

tQ:y:—g+4, tji. z+2— 8=0.

Poznamka: Tuto tlohu jsme mohli fesit té tak, ze bychom nejprve nasli bod dotyku T = [zg, yo] ,
jehoz souradnice vyhovuji soustavé rovnic

(w0 =3)"+ (yo —5)* =5, (-2-3)(z0—3)+(5-5)(yo —5) =5.
(Prvni rovnice vyjadfuje, ze bod T je bodem dané kruznice, druhd, Zze bod P je bodem teény
kruznice.) Z druhé rovnice okamzité plyne xzog —3 = —1, tj. 29 = 2, coz po dosazeni do prvni
rovnice dava rovnici (yo — 5)? = 4, z niz plyne yo1 =7, Y02 = 3. Body P = [-2,5], T} = [2,7]
uréuji podle (6.3) te¢nu t; a body P, T =[2,3] urcuji tecnu ts .

8. Urcete stied S a poloosy a, b elipsy
2 2 1
22 + 4y +2x—12y—|—§ =0.

Reseni: Rovnici prevedeme na tvar (6.8):

) ) 1 1\? 3\°
2@ +x)+4(y* —3y)=—=, 2 Tty +4(ly—=) =9,

2 2
1\? 3\ 2
(“z) (“z)
9 + = =1.
2 4
, 13 3 3
Vysledek.8{2,2},aﬁ,b2.

9. NapiSte rovnici elipsy se stfedem v poéatku, kterd mé jedno ohnisko v bodé F; = [4,0] a prochézi
bodem M = [3,1].

Reseni: Protoze ¢ = |OF|,je e =4.Bod M je bodem elipsy, proto do rovnice (6.9) dosadime
soufadnice bodu M . Dale pouzijeme vztah e? = a2 —b?, kde e = 4; odtud a® = 16 + b* a
dostaneme rovnici

9 1

— : /. v 4 2 .
o T =1 t-potprave b'+60"—16=0.
Odtud b2 =2 (druhé fegeni b2 = —8 nevyhovuje) a a2 = 18 .. Elipsa se zadanymi vlastnostmi ma
tedy rovnici
1‘2 y2 5 )
gt =1 9y —18=0.
81 2 74y
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10. Urcete odchylku asymptot hyperboly
2?2 =3y -2 —6y—38=0.
Reseni: Nejprve danou rovnici uvedeme na tvar (6.10):
-1 (y+1)?
1) —3(y+1)?—38+1-3-36, & = =1
(:’E ) (y + ) + ) 62 12 )
a=6,b=V12=2V3.
. . : b . VI 3 ,
Protoze smérnice asymptot hyperboly jsou +—, jedna asymptota ma smeérnici k; = 5 a druha
a
3
mé smeérnici ky = —% . Jejich odchylka « je podle vzorce (6.5) déna vztahem
V3 N V3
tga = s B 13 =3,
1- =
3
a tedy a = 60°.
11. Najdéte rovnici hyperboly prochazejici bodem A = [12,3 \/3} , maji-li jeji asymptoty rovnice
1
=+—x.
Y 2$
Reseni: Protoze stied hyperboly je totozny s prise¢ikem jejich asymptot, hledana hyperbola mé
stfed v pocatku a mé tedy rovnici tvaru (6.11) a jeji asymptoty maji smérnici +— . Ze zadani
a
tlohy proto plyne, ze a, b splnuji rovnice
ENCYE)
a? 2o a2
7 druhé rovnice dosadime a = 2b do prvni rovnice a postupné dostaneme:
144 27 36 27
T R v S -5=1, ¥»=9.
402 b2 b2 b2 ’
Odtud b=3 (je b>0)a a=6.
2?2
Hledana hyperbola ma tedy rovnici %9 1
12. Hyperbola m4 stfed S = [—15,0], jedno ohnisko v poc¢atku a na ose y vytind t&tivu délky 32.

Najdéte rovnici pfimky, na niz lezi tétiva.
Reseni: Protoze st¥ed a jedno ohnisko hyperboly lezi na ose z, jednou osou hyperboly je osa x
a druhd osa je rovnobézna s osou y. Odtud plyne, ze hyperbola ma rovnici tvaru

(z+15)* y°
a2
a ze tétiva, kterou hyperbola vytind na ose y, je kolma k ose = a je ptilena ohniskem lezicim

v pocatku soustavy soufadnic. Hyperbola proto prochazi bodem A = [0,16], coz znamen4, Ze musi
platit rovnice

=1

e R
Protoze z polohy ohniska a stfedu plyne pro excentricitu e = 15, musi platit rovnice 152 = a®+52.
Zbyva tedy vyfesit soustavu rovnic

(0+15)° 16> _ . 225 256 _

225 256
2,72 _ _
a“ 4+ b* = 225, 2 2 1
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13.

14.

15.

Dosadime-li z prvni z téchto rovnic b? = 225 — a? do druhé rovnice, dostaneme postupné
225 256
a? 225 —a?

a® = 353 + /3532 — 2252 = 378 4+ 272.

Odtud plyne a? = 81, nebot musi byt b2 =225 —a? > 0, a dale b? = 144.
(z+15)* ¢*
81 144

Urcete soufadnice vrcholu, parametr, souradnice ohniska, osu a Fidici pfimku paraboly

=1, a*—706a®+ 2252 =0,

Hledana rovnice je

v —4dy+2r—-8=0.
Resgeni: Rovnici pfevedeme na tvar (6.12):

(y —2)* = —2(z — 6).

11
Odtud ihned plyne: vrchol paraboly V = [6,2], parametr p = 1, ohnisko F' = [?, 2] . Déle odtud
vyplyvéa, ze osou paraboly je pfimka y = 2 a fidici pfimkou pfimka z = 6,5. Konecné odtud
plyne, 7e osu = parabola protind v bodé [4,0] a osu y v bodech [0,2+2+/3].

Urcete ¢ tak, aby pfimka y = 4x + ¢ byla tecnou paraboly
y=—2%—2x+3.

Urcete bod dotyku.

Reseni: Soufadnice bodu dotyku vyhovuji rovnici p¥imky i rovnici paraboly, tj. rovnicim
y=4r+q, y=—-x>—22+3,
z nichz vyloucenim gy dostaneme rovnici
de+q=—-a2>-2c+3, tj. 2°+6x+q¢q—3=0.

Protoze pfimka y = 4x 4+ ¢ ma byt te¢nou, tato kvadratickd rovnice musi mit jediné feseni, tj. jeji
diskriminant D = 62 — 4 - (¢ — 3) musi byt nulovy. Musi tedy byt ¢ = 12. Je-li tato podminka
splnéna, kvadratickd rovnice mé feseni x = —3, jemuz prislusi y = 0. Pf¥imka y = 4z + 12 se
tedy dotyka paraboly v bodé T = [-3,0].

Uréete vzdalenost d dvou rovnobézek t, p, kde t je teéna paraboly y? = 64z a p m4 rovnici
443y +46=0.
< e D I 4 . , NSRS - 4

ResSeni: Piimka p ma smérnici kp = —3 a tedy te¢na s ni rovnobéznd ma rovnici y = —gx +q.
Usek ¢ uréime stejnym postupem jako v predeslém piikladé; dostaneme ¢ = —12, takZe te¢na
ma rovnici 4z 4+ 3y 4+ 36 = 0. Vzdélenost d teCny a piimky p urcime jako vzdalenost libovolné
zvoleného bodu X teény od pfimky p; miizeme napf. zvolit X = [-9,0] a podle vzorce (6.4)
dostaneme

|-4-9+3.0+46] 10

d
V42 + 32 5

=2.

6.11. Neresené priklady.

1.

Je déan trojuhelnik AABC s vrcholy A =[4,6], B=[-4,0], C =[-1,-4].



64 Kapitola 6
e Najdéte rovnice vsech jeho stran.
Bxr—4y+12=0; 4 +3y+16=0; 2z —y — 2 = 0]
e Najdéte rovnici téZnice jdouci vrcholem C. [Tx —y+3=0]
e Najdéte rovnici vysky spusténé z vrcholu A. [Bz — 4y + 12 = 0]
9. Urdete odchylku pimek 5z —y+7=0, 22 —3y+1=0. [ﬂ
3. Urcete rovnici pfimky, kterd prochazi bodem A = [—5,2] a je kolmé na pfimku 4z —y + 3 = 0.
[z+4y—3=0
4. Uréete soufadnice stfedu S a polomér r kruznice dané rovnici x2 + y? — 6z + 4y — 12 = 0.
[S=[3;—2],r =5
5. NapiSte rovnici kruznice, kterd prochazi bodem K = [3,0] a dotyka se pfimky y = 2z v bodé
7\? 4\* 20
T=11,2]. - = ) =2
1.2 [( 2+ (-3) 9]
6. Urdéete rovnici teény kruznice z2 + y? = 65, kterd je kolm4 k pifmce 3z — 2y +9 = 0.
[22 + 3y £ 13v5 = 0]
7. Urcete stfedovou rovnici elipsy, kterd prochézi bodem A = [4; 2\/ﬂ , mé ohnisko F = [4;0]
22 g2
tred S = [0;0]. — 4+ ==1
a stie [0;0] [ 35 +7 5 }
8. Je déna elipsa 422 + 2532 — 24z — 100y + 36 = 0. Urdete soufadnice jejiho stiedu, délky poloos a
excentricitu. [S=1[3,2];a=5,b=2; e=+21]
9. Uréete priseciky elipsy 22 + 4y? + 8z — 8y +4 =0 s pfimkou 3z — 2y +2 = 0.
4 -1
P =[0,1, Pb=|—2,—
|: 1 [ ) ] sy 42 |: 57 5 :|:|
10. Uréete stfed, ohniska, délky poloos a rovnice asymptot hyperboly z? — 4y% 4+ 6z +5 = 0.
[S=[-3,00;a=2,b=1; Fio=[-3+50];2+2y+3=0]
11. Napiste rovnici teény paraboly 2 + 3z + 4y — 8 = 0 rovnobézné s piimkou z + 4y — 4 = 0.

[ +4y — 8 =0



