
Úvod

Zadáńı

1. Banka nab́ıźı dva investičńı produkty. Očekávaný měśıčńı výnos prvńıho in-
vestičńıho produktu (v tis. Kč) při investici x (v tis. Kč) je 2x

4x+25
a očekávaný

měśıčńı výnos druhého investičńıho produktu (v tis. Kč) při investici x (v tis.
Kč) je x

x+50
. Jakým zp̊usobem má investor rozdělit částku c = 100000Kč mezi

uvedené dva investičńı produkty tak, aby celkový očekávaný měśıčńı výnos byl
co největš́ı?

2. Ve firmě potřebuj́ı nalézt rozměry otevřené krabice (tj. krabice bez horńı stěny)
se čtvercovou podstavou o objemu 10 dm3 tak, aby obsah plochy jej́ıho pláště
byl co nejmenš́ı. Formulujte odpov́ıdaj́ıćı optimalizačńı úlohu za předpokladu,
že krabice je vyrobena z materiálu, jehož tloušt’ka je zanedbatelná. Tuto úlohu
poté vyřešte.

3. V továrně vyráběj́ı zbož́ı r̊uzných druh̊u. Označme je X1, . . . , Xn. Na jejich
výrobu potřebuj́ı materiály Y1, . . . , Ym. Na skladě maj́ı k dispozici množstv́ı
bi materiálu Yi a na trhu ho nakupuj́ı za cenu γi. Na výrobu jednotkového
množstv́ı zbož́ı Xj potřebuj́ı množstv́ı aij materiálu Yi. Jednotkové množstv́ı
výrobku Xj prodávaj́ı za cenu σj. Formulujte optimalizačńı úlohu problému
nastaveńı množstv́ı výroby jednotlivých druh̊u produkt̊u (předpokládejte, že
hledaná množstv́ı nemuśı být celoč́ıselná) tak, aby celkový zisk z jejich prodeje
byl co největš́ı.

4. V Rn jsou dány množiny bod̊u A = {a1, . . . , ak} a B = {b1, . . . , bl}. At’ w ∈ Rn

a λ ∈ R. Předpokládejme, že H je nadrovina o rovnici 〈x,w〉 + λ = 0, H1 je
nadrovina o rovnici 〈x,w〉+λ = 1 a H2 je nadrovina o rovnici 〈x,w〉+λ = −1.

(a) Ukažte, že vzdálenost mezi nadrovinami H1 a H2 je 2
‖w‖ . Dále ukažte, že

1
‖w‖ je vzdálenost H od H1 a také vzdálenost H od H2.

(b) Interpretujte optimalizačńı úlohu

maximalizujte g(w, λ) =
2

‖w‖
za podmı́nek 〈ai, w〉+ λ ≥ 1 pro všechna i = 1, . . . , k,

〈bj, w〉+ λ ≤ −1 pro všechna j = 1, . . . , l.

(c) Ukažte, že (ŵ, λ̂) je řešeńım úlohy z předchoźıho bodu právě tehdy, když
je řešeńım úlohy (kvadratického programováńı) ve tvaru

minimalizujte h(w, λ) =
1

2
‖w‖2

za podmı́nek 〈ai, w〉+ λ ≥ 1 pro všechna i = 1, . . . , k,

〈bj, w〉+ λ ≤ −1 pro všechna j = 1, . . . , l.

5. V rovině jsou dány body P = (0, 0)T a Q = (1, 1)T .



(a) Formulujte optimalizačńı úlohu problému nalezeńı nejkratš́ı spojnice bod̊u
P a Q. Spojnićı rozumı́me křivku danou grafem spojitě diferencovatelné
funkce f : [0, 1]→ R.

(b) Nalezněte řešeńı úlohy z předchoźıho bodu. 1

6. V rovině jsou dány body P = (−1, 0)T a Q = (1, 0)T . At’ L je úsečka s krajńımi
body P a Q.

(a) Formulujte optimalizačńı úlohu problému nalezeńı spojitě diferencova-
telné funkce y : [−1, 1] → R, jej́ıž graf má koncové body P a Q, délku
l = 3, lež́ı v horńı polorovině a spolu s úsečkou L ohraničuje část roviny
o největš́ım obsahu.

(b) At’ (x0, x1, . . . , xk) je ekvidistantńı děleńı intervalu [−1, 1] (tj. xl = lδ, kde
δ = 2

k
). Využit́ım tohoto děleńı k aproximaci integrálu pomoćı konečné

sumy a derivace pomoćı diferenćı nalezněte optimalizačńı úlohu v Rk+1,
jej́ıž řešeńı aproximuje řešeńı úlohy z předchoźıho bodu.

7. At’ ϕ : X → Y je bijekce, Df ⊆ X, Dg ⊆ Y , ϕ(Df ) ⊆ Dg, M ⊆ Df a x̂ ∈ M .
Předpokládejme, že funkce f : Df → R a g : Dg → R splňuj́ı f = g ◦ ϕ.
Ukažte, že x̂ ∈ argminx∈M f(x) právě tehdy, když ϕ(x̂) ∈ argminy∈ϕ(M) g(y).

8. Uvažme lineárńı prostor Sn =
{
A ∈Mn(R)

∣∣AT = A
}

reálných symetrických
n× n matic se skalárńım součinem 〈A,B〉Sn = Tr(AB).

(a) Ukažte, že

((
1 0
0 0

)
, 1√

2

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

))
je ortonormálńı báze na S2.

(b) Ukažte, že zobrazeńı

ϕ :

(
a b
b c

)
∈ S2 7→

 a√
2b
c

 ∈ R3

je izomorfizmus lineárńıho prostoru S2 na R3 zachovávaj́ıćı skalárńı součin
(tj.〈A,B〉S2 = 〈ϕ(A), ϕ(B)〉 pro všechnaA,B ∈ S2, kde 〈., .〉 je standardńı
skalárńı součin na R3).

(c) Zobecněte výsledky bod̊u (a) a (b) do prostoru Sn. Tj. nalezněte orto-
normálńı bázi prostoru Sn a izomorfizmus lineárńıho prostoru Sn na Rk

(pro vhodné k ∈ N) zachovávaj́ıćı skalárńı součin.

(d) At’ S2
+ je množina všech reálných symetrických 2 × 2 matic, které jsou

nav́ıc pozitivně semidefinitńı. Ukažte, že jestliže ϕ je zobrazeńı z bodu
(b), pak ϕ(S2

+) =
{

(x, y, z)T ∈ R3
∣∣x ≥ 0, z ≥ 0, 2xz − y2 ≥ 0

}
.

1Nápověda: Ukažte, že g(t) = t, t ∈ [0, 1], je řešeńım úlohy. Využijte přitom toho, že pro dvě

spojité funkce f1 a f2 na intervalu [0, 1] je
∫ 1

0
(f1(t), f2(t))T dt :=

(∫ 1

0
f1(t) dt,

∫ b

a
f2(t) dt

)T
a plat́ı∥∥∥∫ 1

0
(f1(t), f2(t))T dt

∥∥∥ ≤ ∫ 1

0

∥∥(f1(t), f2(t))T
∥∥ dt. K d̊ukazu jednoznačnosti pak lze využ́ıt tvrzeńı,

že rovnost v uvedené
”
trojúhelńıkové nerovnosti pro integrály“ nastává právě tehdy, když existuje

spojitá funkce λ : [0, 1]→ R taková, že (f1(t), f2(t))T = λ(t)
∫ 1

0
(f1(t), f2(t))T dt.



9. Je dána úloha

minimalizujte 〈X,A〉S2
za podmı́nek 〈X,1〉S2 = 2,

X ∈ S2
+,

kde A =

(
3 1
1 1

)
a 1 =

(
1 0
0 1

)
. Ukažte2, že existuje bikejce mezi množinou

všech jej́ıch řešeńı a množinou všech řešeńı úlohy

minimalizujte 3x1 + 2x2 + x3

za podmı́nek x1 + x3 = 2,

x1x3 − x22 ≥ 0,

x1, x3 ≥ 0.

10. Je dána úloha

minimalizujte 〈X,A〉S2
za podmı́nek 〈X,B〉S2 = 0,

〈X,1〉S2 = 1,

X ∈ S2
+,

kde A =

(
2 0
0 −1

)
, B =

(
0 1
1 0

)
a 1 =

(
1 0
0 1

)
. Ukažte3, že existuje bikejce

mezi množinou všech jej́ıch řešeńı a množinou všech řešeńı úlohy

minimalizujte 2x− y
za podmı́nek x+ y = 1,

x, y ≥ 0.

11. Určete definitnost matice A, jestliže

(a) A =

(
9 6
6 4

)
;

(b) A =

15 3 2
3 1 0
2 0 1

;

(c) A =

4 2 2
2 1 1
2 1 0

;

(d) A =

3 2 1
2 1 1
1 1 0

;

2Nápověda: využijte výsledk̊u 7. a 8. př́ıkladu.
3Nápověda: využijte výsledk̊u 7. a 8. př́ıkladu.



(e) A =

−1 0 1
0 −2 2
1 2 −3

;

(f) A =

1 2 0
2 5 1
0 1 1

.

12. At’ A ∈Mn(R).

(a) Ukažte, že 〈Ax, y〉 =
〈
x,ATy

〉
pro všechna x, y ∈ Rn.

(b) Ukažte, že existuj́ı matice B,C ∈ Mn(R) takové, že BT = B, CT = −C
a A = B + C. Jsou matice B a C určeny jednoznačně?

(c) Ukažte, že existuje symetrická matice B ∈ Mn(R) taková, že 〈Ax, x〉 =
〈Bx, x〉.

13. Nalezněte ∇f(x) a ∇2f(x), jestliže

(a) f(x) = 〈x, c〉, kde c ∈ Rn;

(b) f(x) = 〈Ax, x〉, kde A ∈ Mn(R). Určete také ∇f(x) a ∇2f(x) za do-
datečného předpokladu, že A je symetrická matice.



Výsledky

1.

maximalizujte
2x

4x+ 25
+

y

y + 50

za podmı́nek x+ y = 100,

x, y ≥ 0.

Jediné řešeńı úlohy je x = 25 a y = 75.

2.

minimalizujte x2 + 4xy

za podmı́nek x2y = 10,

x, y ≥ 0.

Jediné řešeńı úlohy je x = 3
√

20 a y = 3

√
5
2

3.

maximalizujte
n∑

j=1

(
σj −

m∑
i=1

aijγi

)
xj

za podmı́nek
n∑

j=1

aijxj ≤ bi pro každé i = 1, . . . ,m,

xj ≥ 0 pro každé j = 1, . . . , n.

4. (b) Jedná se o úlohu nalezeńı w a λ tak, aby byla vzdálenost mezi H1 a H2

byla co největš́ı za podmı́nky, že poloprostor určený nadrovinou H1 a obsa-
huj́ıćı množinu A je disjunktńı s poloprostorem určeným nadrovinou H2 a
obsahuj́ıćım množinu B.

5. (a)

minimalizujte

∫ 1

0

√
1 + (f ′(t))2 dt

za podmı́nek f(0) = 0,

f(1) = 1,

f : [0, 1]→ R je spojitě diferencovatelná.

(b) Jediné řešeńı úlohy je g(t) = t, t ∈ [0, 1].



6. (a)

maximalizujte

∫ 1

−1
y(x) dx

za podmı́nek

∫ 1

−1

√
1 + y′(x)2 dx = 3,

y(x) ≥ 0 pro všechna x ∈ [−1, 1],

y(−1) = y(1) = 0,

y : [−1, 1]→ R je spojitě diferencovatelná.

(b) At’ yl = f(xl) pro všechna l = 0, 1, . . . , n. Pak hledaná úloha je

maximalizujte
n∑

l=1

ylδ

za podmı́nek
n∑

l=1

√
δ2 + (yl − yl−1)2 = 3,

y0 = yn = 0,

yl ≥ 0 pro všechna l = 0, 1, . . . , n.

8. (c) At’ Eij je matice, jej́ıž koeficient v i-tém řádku a j-tém sloupci je 1 a všechny
ostatńı koeficienty jsou nulové. Ortonormálńı báze je např́ıklad posloupnost
(B11, B12, B22, B13, B23, B33, . . . , B1n, . . . , Bnn), kde Bii = Eii pro 1 ≤ i ≤ n a
Bij = 1√

2
(Eij + Eji), kde 1 ≤ i < j ≤ n. Hledaný izomorfismus mezi Sn a Rk,

kde k = n2+n
2

je např́ıklad

ϕ : (sij)i,j=1,...,n ∈ Sn 7→ (s11,
√

2s12, s22,
√

2s13,
√

2s23, s33, . . . ,
√

2s1n, . . . , snn).

11. Určete definitnost matice A, jestliže

(a) pozitivně semidefinitńı;

(b) pozitivně definitńı;

(c) indefinitńı;

(d) indefinitńı;

(e) negativně semidefinitńı;

(f) pozitivně semidefinitńı.

13. (a) ∇f(x) = c a ∇2f(x) = 0.

(b) ∇f(x) = (A + AT )x a ∇2f(x) = A + AT . Pokud je nav́ıc A symetrická,
pak ∇f(x) = 2Ax a ∇2f(x) = 2A.


