
Podmı́nky optimality

Zadáńı

1. Ukažte, že funkce f(x1, x2) = 3x2
1 + 5x2

2 + 2x1x2 − 10x1 − 22x2 je konvexńı.
Dále nalezněte všechny jej́ı body minima.

2. At’ A ∈ Mm,n(R), b ∈ Rm. Je dána úloha (nejmenš́ıch čtverc̊u)

minimalizujte f(x) = ∥Ax− b∥2 na Rn.

(a) Ukažte, že se jedná o konvexńı úlohu.

(b) Ukažte na základě podmı́nek optimality pro konvexńı úlohu, že x̂ ∈
argminx∈M f(x) právě tehdy, když ATAx̂ = AT b.

3. At’ A ∈ Mm,n(R), D ∈ Mr,n(R), b ∈ Rm a λ > 0. Je dána úloha1

minimalizujte f(x) = ∥Ax− b∥2 + λ ∥Dx∥2 na Rn.

(a) Ukažte, že se jedná o konvexńı úlohu.

(b) Ukažte, že f(x) =
〈
(ATA+ λDTD)x, x

〉
− 2 ⟨Ax, b⟩+ ∥b∥2.

(c) Ukažte na základě podmı́nek optimality pro konvexńı úlohu, že x̂ ∈
argminx∈M f(x) právě tehdy, když ATAx̂+DTDx̂ = AT b.

(d) At’ m = n = r + 1 = 20, A = 1 je jednotková matice,

D =


1 −1 0 0 . . . 0 0
0 1 −1 0 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . 1 −1

 .

Komponenty vektoru b jsou uvedeny v tabulce.

n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
bn 1,02 1,06 1,08 1,15 1,17 1,20 1,23 1,23 1,24 1,31

n 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
bn 1,29 1,33 1,34 1,38 1,41 1,40 1,42 1,49 1,48 1,47

n 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
bn 1,51 1,53 1,53 1,53 1,56 1,61 1,62 1,58 1,63 1,61

n 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
bn 1,64 1,61 1,61 1,60 1,65 1,62 1,62 1,66 1,62 1,63

n 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
bn 1,63 1,63 1,60 1,60 1,60 1,54 1,55 1,52 1,55 1,48

S využit́ım výpočetńı techniky nalezněte řešeńı x̂ zadané úlohy pro následuj́ıćı
hodnoty parametru λ: λ = 1, λ = 5, λ = 100, λ = 1000 a λ = 10000.2

1Jedná se o úlohu regularizovaných nejmenš́ıch čtverc̊u. Parametr λ se nazývá regularizačńı
konstanta.

2Interpretace uvedené úlohy může být následuj́ıćı. Komponenty vektoru b jsou naměřené hod-
noty signálu ovlivněného šumem. Řešeńı zadané úlohy pak odpov́ıdá signálu po

”
odstraněńı“

šumu. Dı́ky volbě matice D požadujeme, aby se sousedńı komponenty v x̂ př́ılǐs nelǐsily, nebot’

∥Dx∥2 =
∑n−1

i=1 (xi − xi+1)
2. Tedy p̊uvodńı signál

”
vyhlazujeme“.



4. Je dána optimalizačńı úloha

minimalizujte x4
1 + x4

2 + 12x2
1 + 6x2

2 − x1x2 − x1 − x2

za podmı́nek x1 + x2 ≥ 6,

2x1 − x2 ≥ 3,

x1, x2 ≥ 0.

Napǐste KKT podmı́nky pro tuto úlohu a ukažte, že (3, 3)T je jediný bod
minima.

5. Je dána úloha

maximalizujte (x1 − 2)2 + (x2 − 3)2

za podmı́nek 3x1 + 2x2 ≥ 6,

−x1 + 2x2 ≤ 3,

x1 ≤ 2.

(a) Napǐste KKT podmı́nky.

(b) Jsou splněny předpoklady věty O nutných KKT podmı́nkách?

(c) Jsou splněny předpoklady věty O postačuj́ıćıch KKT podmı́nkách?

(d) Ověřte, že vektor (2, 0)T je KKT bod. Je to řešeńı úlohy?

6. Je dána úloha

minimalizujte αx1 + x2

za podmı́nek x2
1 + x2

2 ≤ 25,

x1 − x2 ≤ 1,

kde α ∈ R je parametr.

(a) Jsou splněny předpoklady věty O nutných KKT podmı́nkách?

(b) Jsou splněny předpoklady věty O postačuj́ıćıch KKT podmı́nkách?

(c) Napǐste KKT podmı́nky.

(d) Určete α tak, aby vektor (4, 3)T byl řešeńım úlohy.

7. At’ A ∈ Mm,n(R) a b ∈ Rm. Je dána úloha

minimalizujte ∥Ax− b∥2

za podmı́nky ∥x∥2 ≤ α,

kde α > 0 je parametr. Nalezněte KKT podmı́nky. Jsou nutné a postačuj́ıćı
pro body minima?

8. At’ c ∈ Rn \ {0}. Uvažte úlohu

maximalizujte ⟨x, c⟩
za podmı́nky ∥x∥2 ≤ 1.

Napǐste KKT podmı́nky a pomoćı nich zd̊uvodněte, že jediné řešeńı úlohy je
x̂ = c

∥c∥ .



9. Je dána úloha

minimalizujte
x1

x2

za podmı́nek
1

x1

+ x2 ≤ 2,

x1, x2 > 0.

(a) Ukažte, že uvedená úloha neńı konvexńı.

(b) Zkoumejte souvislost s úlohou

minimalizujte ey1−y2

za podmı́nek e−y1 + ey2 ≤ 2.

(Nápověda: Uvažte substituci x1 = ey1 a x2 = ey2 .)

(c) Ukažte, že úloha z bodu (b) je konvexńı.

(d) Řešte zadanou úlohu pomoćı úlohy z bodu (b).



Výsledky

1. (1, 2)T .

4. KKT podmı́nky jsou

4x3
1 + 24x1 − x2 − 1− µ1 − 2µ2 − µ3 = 0,

4x3
2 + 12x2 − x1 − 1− µ1 + µ2 − µ4 = 0,

µ1(6− x1 − x2) = 0,

µ2(3− 2x2 + x2) = 0,

µ3x1 = 0,

µ4x2 = 0,

µ1, µ2, µ3, µ4 ≥ 0.

5. (a) KKT podmı́nky jsou

−2(x1 − 2)− 3µ1 − µ2 + µ3 = 0,

−2(x2 − 3)− 2µ1 + 2µ2 = 0,

µ1(6− 3x1 − 2x2) = 0,

µ2(−x1 + 2x2 − 3) = 0,

µ3(x1 − 2) = 0,

µ1, µ2, µ3 ≥ 0.

(b) ano (je splněna afinńı podmı́nka regularity).

(c) ne (přeṕı̌seme-li úlohu na minimalizačńı, pak ćılová funkce neńı kon-
vexńı).

(d) (2, 0)T je řešeńı úlohy. (Nápověda: existence řešeńı je zaručena z Weier-
strassovy věty.)

6. (a) Ano (je splněna Slaterova podmı́nka regularity).

(b) Ano.

(c) KKT podmı́nky jsou

α + 2µ1x1 + µ2 = 0,

1 + 2µ1x2 − µ2 = 0,

µ1(x
2
1 + x2

2 − 25) = 0,

µ2(x1 − x2 − 1) = 0,

µ1, µ2 ≥ 0.

(d) α ≤ −1.

7. KKT podmı́nky jsou

ATAx+ µx = 0,

µ(∥x∥2 − α) = 0,

µ ≥ 0.

KKT podmı́nky jsou nutné i postačuj́ıćı podmı́nky pro body minima.



8. KKT podmı́nky jsou

−c+ 2µx = 0,

µ(∥x∥2 − 1) = 0,

µ ≥ 0.

9. (b) At’ φ(y) = (ey1 , ey2). Pak ŷ je řešeńım úlohy z bodu (a) právě tehdy, když
x̂ = φ(ŷ) je řešeńı p̊uvodńı úlohy.

(d) Jediné řešeńı je vektor (1, 1)T .


