Optimalizace a teorie her
Maticové hry

Martin Bohata

Martin Bohata

Katedra matematiky
FEL CVUT v Praze
bohata@math.feld.cvut.cz

Optimalizace a teorie her

Maticové hry

1/11



Uvod

Definice

Maticova hra je kone¢nd hra dvou hracd s nulovym souétem. J

At G = (51, Sa,u) je maticovd hra, kde S1 = {o1,...,0m},
52:{7'1,...,Tn} a U:S1 X SQ—>]R.
e Jednoznalna korespondence mezi u a matici A = (a;j) € My, 5 (R),
kde Q5 = U(Ji, Tj).
e A...matice hry (vyplatni matice, matice uZitku,...)
e Smi%ené rozditeni hry G je hra T'(A) = (X, Y, U), kde
o X={aeR? X" z;=1},
oV ={yeRy|}X", y=1}
o U: X xY — R je dana ptedpisem

n m

Ul(z,y) = Z u(os, mj)wiy; = 27 Ay = (Ay, @) .

j=11i=1
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Uvod

e X,Y jsou (neprazdné) konvexni kompaktni mnoziny a U je spojita
funkce na X x Y.
@ Smi%ené rozdifeni maticové hry je pIn& uréeno matici A, nebot:
e pocet radkl matice A uruje X,
e pocet sloupcii matice A urcuje Y,
e Funkce U je ddna matici A.

@ I'(A) je hra dvou hrd¢d s nulovym souctem.

Znacteni:
e O1(A)...mnoZina vech optimalnich strategii 1. hrace ve hie I'(A).
@ O3(A)...mnoZina viech optimalnich strategii 2. hrace ve hie I'(A).
o V(x):=infyey U(z,y) = minyecy (Ay, x).
o V(y) :=sup,ex U(z,y) = maxex (Ay, z).

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Maticové hry 3/11



Optimalni strategie a maticové hry

Plati
® v =max;cx V()
® U = minyey V(y)
o Cislo v € R je cena hry T'(A) pravé tehdy, kdy#

- A Ay, z) .
v =maxmin (Ay, r) = gglggd Y, )

o 01(A) = argmax,c x V(z).
o 0y(A) = argmin,cy V(y).

O1(A) a O2(A) jsou mnoziny viech Fedeni konvexnich
optimaliza¢nich dloh.

Véta (O minimaxu)
Cena hry T'(A) existuje a oba hra¢i maji alespori jednu optimalni strategii. J
Dikaz: Viz prednaska. |
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Optimalni strategie a maticové hry

Dale budeme znadit:

@ vektory standardni bidze v R™ symboly eq, ..., emn;
@ vektory standardni baze v R™ symboly fi,..., fn.
Lemma
V(x) = jepin (Afj,x),
Vi = max  (Ay, i)
Diikaz: Viz prednaska. |
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Optimalni strategie a maticové hry

P¥iklad (Grafické ¥eSeni hry I'(A) s matici 2 x n)

) (426
Je ddna hraI'(A), kde A = <1 5 0>.

V(z)= min (Af;,x) = min{dzy + z2, 221 + bxg, 621}
j€{1,2,3}

PoloZime-li z = (p, 1 — p)T, kde p € [0, 1], pak

V(x(p)) = min{3p + 1, —3p + 5,6p}

|

|
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Optimalni strategie a maticové hry

P¥iklad (Grafické ¥eSeni hry I'(A) s matici 2 x n — pokralovani)

ProtoZe jediny bod maxima funkce V(z(p)) na [0,1] je 2, je & =
jediny bod v O;1(A) a cena hry je v = 3.

1
3

Zbyva nalézt O5(A) = {§ € Y |V (§) = 3}. At § € Oz(A).
e Z rovnosti AT# = (3,3,4)T plyne 3 = 0.

e Podminka V(§) = 3 znamen3, Ze

3= max (p,1 —p)Ay =

491 + 292,  je-li g1 > g,
p€(0,1]

91 + 592, je-li g1 < 0.

0 = (01,92.0T €Y, tj. 1+ 92 =12 G1,52 > 0.
Odtud g = %(1, 1,0)T je jediny bod v O5(A).

(2, D)7
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Maticové hry a linedrni programovani

Tvrzeni

Necht E € M, »,(R) je matice samych jednicek, v € R je cena hry I'(A) a
c € R. Potom O1(A) = O1(A+cE), O2(A) = O2(A+ cE) a cena hry
['(A+cE) jev+ec.

Diikaz: Viz prednaska. |

Déle budeme bez Gjmy na obecnosti pfedpokladat, Ze matice A ma
vSechny komponenty kladné!
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Maticové hry a linearni programovani

MnoZzina O;(A) je mnoZina v3ech Fedeni tlohy

maximalizujte jegl..r.l,n} (Afj,x)
m
za podminek sz =1, (U1)
i=1
xz > 0.

MnoZina O2(A) je mnoZina vech feseni dlohy

minimalizujte max (Ay,e;)
ie{1,...,m}
n
za podminek Zyj =1, (U2)
j=1
y=>0.
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Maticové hry a linearni programovani

Oznatme Iy, = (1,...,1)T € R,

Misto (U1) a (U2) miZeme YeSit vzdjemn& dudlni dlohy linedrniho
programovani:
minimalizujte (£, L,,)
za podminek  AT¢ > 1,, (P)
£>0.

maximalizujte  (n, L)
za podminek  An <1, (U)
n = 0.
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Maticové hry a linedrni programovani

Jak souvisi YeSeni dloh (U1) a

o Resi-li £ dlohu (P), pak & = <€H >,5 Fesi (U1).
o Re¥i-li & dlohu (U )avJecena hry T'(A), pak k&=
o Re¥i-li 77 dlohu (D), pak = nﬂn 77 Te s (U2).
o Resi-li 7 dlohu (U2) a v je cena hry T'(A), pak 7 =

Priklad
Je ddna hra I'(A) s matici hry

315
A_(z 4 3)'

Pak 2 = 1(1,1)T € 01(4) a § = 1(3,1,0)T € Oz(A).

<=

S |=

<<

(U2) s ¥egenimi tloh (P) a (D)?
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