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Definice konvexńı funkce

Definice

Necht’ f : D ⊆ Rn → R a C ⊆ D je neprázdná konvexńı množina.
Řekneme, že f je

1 konvexńı na C, jestliže pro každé x, y ∈ C a každé λ ∈ [0, 1] je

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y).

2 ryze konvexńı na C, jestliže pro každé dva r̊uzné body x, y ∈ C a
každé λ ∈ (0, 1) je

f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y).

3 konkávńı (resp. ryze konkávńı) na C, jestliže −f je konvexńı (resp.
ryze konvexńı) na C.

Úmluva: U pojmů z p̌redchoźı definice budeme vynechávat
”
na C“, jestliže

C = D.
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Základńı p̌ŕıklady

Př́ıklad

Z úvodńıho kurzu matematické analýzy v́ıme, že

1 f(x) = x2 je ryze konvexńı;

2 f(x) = x3 neńı konvexńı ani konkávńı. Avšak je ryze konvexńı na
[0,∞) a ryze konkávńı na (−∞, 0];

3 f(x) = ex je ryze konvexńı;

4 f(x) = lnx je ryze konkávńı;

5 f(x) =
√
x je ryze konkávńı.

Př́ıklad

1 afinńı zobrazeńı f : Rn → R (tj. f(x) = 〈x, a〉+ b, kde a ∈ Rn a
b ∈ R) je konvexńı a také konkávńı.

2 funkce f(x) = ‖x‖ je konvexńı.
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Dolńı úrovňová množina

Definice

Dolńı úrovňová množina funkce f : D ⊆ Rn → R hladiny α ∈ R je
množina

lev≤ (f ;α) := {x ∈ D | f(x) ≤ α} .

Tvrzeńı

Je-li f konvexńı na C ⊆ Rn, potom lev≤ (f |C ;α) je konvexńı pro každé
α ∈ R.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Opačné tvrzeńı neplat́ı (viz nap̌r. f(x) = x3).

Př́ıklad

Množina M =

{
x ∈ R2

∣∣∣∣ ‖x‖ ≤ 1,

〈
x,

(
2
1

)〉
≤ 1

}
. je konvexńı.
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Operace zachovávaj́ıćı konvexitu

Tvrzeńı

Jestliže f, g jsou konvexńı funkce na C ⊆ Rn a α ≥ 0, potom f + g a αf
jsou konvexńı na C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

Funkce
f(x) = ex − 3 lnx+ 2x

je konvexńı.

Součin konvexńıch funkćı již neńı obecně konvexńı funkce (f(x) = x a
g(x) = −x jsou konvexńı, ale (fg)(x) = −x2 neńı konvexńı).
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Operace zachovávaj́ıćı konvexitu

Tvrzeńı

Necht’ f je konvexńı na K ⊆ Rm, C ⊆ Rn je neprázdná konvexńı a
g : Rn → Rm je afinńı. Jestliže g(C) ⊆ K, pak f ◦ g je konvexńı na C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

1 Funkce f(x) = ‖Ax+ b‖, kde A ∈Mm,n(R) a b ∈ Rm, je konvexńı.

2 Funkce f(x) = ex1−2x2+3x3 + e2x1 − x3 je konvexńı.

Skládáńı konvexńıch funkćı neńı obecně konvexńı funkce. Funkce
f(x) = x2 a g(x) = x2 − 1 jsou konvexńı, ale

(f ◦ g)(x) = (f(g(x)) = (x2 − 1)2

neńı konvexńı.

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Konvexńı funkce 6 / 10



Operace zachovávaj́ıćı konvexitu

Tvrzeńı

Jestliže f je konvexńı a neklesaj́ıćı na intervalu I, g je konvexńı na C ⊆ Rn

a g(C) ⊆ I, pak f ◦ g je konvexńı na C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

1 Funkce f(x) = ‖x‖2 je konvexńı.

2 Funkce f(x) = e‖x‖ je konvexńı.
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Body minima konvexńıch funkćı

Věta (O extrémech a konvexitě)

Necht’ f je konvexńı na C ⊆ Rn. Potom plat́ı:

1 Každý bod lokálńıho minima f na C je bodem minima f na C.

2 Množina argminx∈C f(x) je konvexńı. Je-li nav́ıc f ryze konvexńı na
C, pak existuje nejvýše jeden bod minima funkce f na C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

Necht’ f(x) = max{1, ‖x‖}. V souladu s p̌redchoźı větou je

argmin
x∈Rn

f(x) = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ 1}

konvexńı množina. (Nav́ıc odtud vid́ıme, že f nemůže být ryze konvexńı.)
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Diferencovatelné funkce a konvexita

Věta (O konvexitě a prvńı derivaci)

Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená, C ⊆ Ω neprázdná konvexńı a f ∈ C1(Ω).
Potom plat́ı:

1 f je konvexńı na C právě tehdy, když pro každé x, y ∈ C je

f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 ≤ f(y).

2 f je ryze konvexńı na C právě tehdy, když pro každé dva r̊uzné body
x, y ∈ C je

f(x) + 〈∇f(x), y − x〉 < f(y).

Důkaz: Důkaz 1 viz p̌rednáška. Důkaz 2 vynecháváme. �

Geometrická interpretace: graf lež́ı nad tečnou nadrovinou.
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Diferencovatelné funkce a konvexita

Věta (O konvexitě a druhé derivaci)

Necht’ Ω ⊆ Rn je otev̌rená, C ⊆ Ω neprázdná konvexńı a f ∈ C2(Ω).
Potom plat́ı:

1 Jestliže pro každé x ∈ C je ∇2f(x) pozitivně semidefinitńı matice,
pak f je konvexńı na C.

2 Jestliže f je konvexńı na C a C je otev̌rená, potom ∇2f(x) je
pozitivně semidefinitńı matice pro každé x ∈ C.

3 Jestliže pro každé x ∈ C je ∇2f(x) pozitivně definitńı matice, pak f
je ryze konvexńı na C.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Př́ıklad

Funkce f(x1, x2) = x21 + x1x2 + x22 je ryze konvexńı.
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