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Motivace

Jak můžeme
”
co nejlépe“ zdola odhadnout minimum ćılové funkce?

Př́ıklad

Je dána úloha

minimalizujte 2x1 + 3x2

za podḿınek 1− x1 − x2 ≤ 0,

x1, x2 ∈ [0, 2].

Označme f(x1, x2) = 2x1 + 3x2,

M =

{(
x1

x2

)
∈ [0, 2]2

∣∣∣∣ 1− x1 − x2 ≤ 0

}
a f̂ = minx∈M f(x).
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Motivace

Př́ıklad (Pokračováńı)

Využit́ım omezeńı ve tvaru nerovnosti dostaneme

dolńı odhad f̂ : pro každé (x1, x2)T ∈M je 1 ≤ x1 + x2 ≤ f(x1, x2),
a proto 1 ≤ f̂ ;

lepš́ı dolńı odhad f̂ : pro každé (x1, x2)T ∈M je
2 ≤ 2(x1 + x2) ≤ f(x1, x2), a proto 2 ≤ f̂ .

Jaký je
”
nejlepš́ı“ možný dolńı odhad f̂ ?

Položme

L(x1, x2, µ) = 2x1 + 3x2 + µ(1− x1 − x2),

ϕ(µ) = min
(x1,x2)T∈[0,2]2

L(x1, x2, µ).

Zřejmě ϕ(µ) ≤ f̂ pro každé µ ≥ 0.
Nejlepš́ı dolńı odhad f̂ pomoćı funkce ϕ je maximum ϕ̂ funkce ϕ na R+.
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Motivace

Př́ıklad (Pokračováńı)

Problém nalezeńı
”
co nejlepš́ıho“ dolńıho odhadu hodnoty f̂ tak p̌rirozeně

vede k úloze

maximalizujte ϕ(µ)

za podḿınky µ ≥ 0.

Jedná se o tzv. duálńı úlohu k původně zadané úloze.
Zřejmě

ϕ(µ) = min
(x1,x2)T∈[0,2]2

L(x1, x2, µ) =


µ pro µ < 2,

4− µ pro µ ∈ [2, 3),

10− 3µ pro µ ≥ 3.
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Motivace

Př́ıklad (Pokračováńı)

ϕ(µ)

2

2

Tedy
ϕ̂ = max

µ∈R+

ϕ(µ) = ϕ(2) = 2.

Odtud f̂ ≥ ϕ̂ = 2. Nav́ıc f(1, 0) = 2, a proto f̂ = 2.
Všimněme si, že v tomto konkrétńım p̌ŕıkladu je f̂ = ϕ̂.
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Terminologie a značeńı

Nebude-li řečeno jinak, budeme v této kapitole použ́ıvat ńıže uvedenou
terminologii a značeńı.

f : Df ⊆ Rn → R a g : Dg ⊆ Rn → Rk.

X = Df ∩Dg a Ω ⊆ X neprázdná.

Primárńı úloha:

minimalizujte f(x)
za podḿınky g(x) ≤ 0,

x ∈ Ω.

 (P)

Lagrangeova funkce L : X ×Rk → R pro úlohu (P) je daná p̌redpisem

L(x, µ) = f(x) + 〈g(x), µ〉 .

Dϕ =
{
µ ∈ Rk

∣∣ infx∈Ω L(x, µ) > −∞
}

.
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Terminologie a značeńı

Lagrangeova duálńı funkce ϕ : Dϕ → R je dána p̌redpisem

ϕ(µ) = inf
x∈Ω

L(x, µ).

Duálńı úloha k úloze (P):

miximalizujte ϕ(µ)
za podḿınky µ ≥ 0.

}
(D)

M = {x ∈ Ω | g(x) ≤ 0} . . . p̌ŕıpustná množina úlohy (P).

N = {µ ∈ Dϕ |µ ≥ 0} . . . p̌ŕıpustná množina úlohy (D).

f̂ = infx∈M f(x) . . . hodnota primárńı úlohy (P).

ϕ̂ = supµ∈N ϕ(µ) . . . hodnota duálńı úlohy (D).
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Věty o slabé a silné dualitě

Tvrzeńı

Jestliže Dϕ 6= ∅, pak ϕ je konkávńı.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

V netriviálńım p̌ŕıpadě N 6= ∅ je duálńı úloha úlohou konvexńı
optimalizace!

Hlavńı otázka teorie duality je vztah f̂ a ϕ̂.

Věta (O slabé dualitě)

1 Pro každé x ∈M a µ ∈ N je ϕ(µ) ≤ f(x).

2 ϕ̂ ≤ f̂ .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Věty o slabé a silné dualitě

Důsledek

1 Jestliže existuj́ı x̂ ∈M a µ̂ ∈ N splňuj́ıćı ϕ(µ̂) = f(x̂), pak

µ̂ ∈ argmax
µ∈N

ϕ(µ) a x̂ ∈ argmin
x∈M

f(x).

2 Je-li f̂ = −∞, pak N = ∅.
3 Je-li ϕ̂ =∞, pak M = ∅.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Rozd́ıl f̂ − ϕ̂ se nazývá duálńı mezera.

Pokud plat́ı p̌redpoklady z 1 , pak ϕ̂ = f̂ .
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Věty o slabé a silné dualitě

Př́ıklad

Je dána úloha

minimalizujte − x2

za podḿınek 2x− 1 ≤ 0,

x ∈ [0, 1].

Snadno nalezneme, že

L(x, µ) = −x2 + µ(2x− 1),

ϕ(µ) =

{
µ− 1 pro µ < 1

2 ,

−µ pro µ ≥ 1
2 .

Zřejmě ϕ̂ = −1
2 a f̂ = −1

4 . Tedy ϕ̂ < f̂ !
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Věty o slabé a silné dualitě

Za jakých p̌redpokladů nastává rovnost ϕ̂ = f̂ ?

Věta (O silné dualitě)

Necht’ f̂ <∞ a ćılová funkce f : Rn → R je konvexńı. Předpokládejme, že
plat́ı alespoň jedna z následuj́ıćıch podḿınek:

1 Komponenty g1, . . . , gk zobrazeńı g splňuj́ı Slaterovu podḿınku
regularity.

2 Zobrazeńı g je afinńı a Ω je konvexńı polyedrická množina.

Potom f̂ = ϕ̂. Je-li nav́ıc f̂ ∈ R, pak existuje řešeńı úlohy (D).

Důkaz: Vynecháváme. �

Předpoklad f̂ <∞ znamená, že p̌ŕıpustná množina M je neprázdná.

Pokud f̂ = −∞, pak d́ıky větě O slabé dualitě muśı být ϕ̂ = −∞.
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Primárńı úlohy s omezeńımi ve tvaru rovnosti i nerovnosti

Analogicky lze konstruovat duálńı úlohu i pro úlohu tvaru

minimalizujte f(x)
za podḿınky g(x) ≤ 0,

h(x) = 0,
x ∈ Ω,

kde

f : Df ⊆ Rn → R,

g : Dg ⊆ Rn → Rk, h : Dh ⊆ Rn → Rl,
X = Df ∩Dg ∩Dh a Ω ⊆ X neprázdná.

Lagrangeovu funkci L : X ×Rk×Rl → R této úlohy definujeme p̌redpisem

L(x, µ, λ) = f(x) + 〈g(x), µ〉+ 〈h(x), λ〉 .
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Primárńı úlohy s omezeńımi ve tvaru rovnosti i nerovnosti

Duálńı úloha k uvedené (primárńı) úloze je

miximalizujte ϕ(µ, λ)
za podḿınky µ ≥ 0,

kde ϕ : Dϕ → R,

Dϕ =

{(
µ
λ

)
∈ Rk × Rl

∣∣∣∣ inf
x∈Ω

L(x, µ, λ) > −∞
}
,

ϕ(µ, λ) = inf
x∈Ω

L(x, µ, λ).

I v tomto p̌ŕıpadě lze dokázat analogie vět O slabé dualitě a O silné
dualitě.
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