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Úvod do lineárńıho programováńı

Úlohy lineárńıho programováńı jsou optimalizačńı úlohy, ve kterých je

1 ćılová funkce afinńı (bez újmy na obecnosti se můžeme omezit na
lineárńı funkce);

2 p̌ŕıpustná množina je konvexńı polyedrický množina (tj. lze popsat
pomoćı konečné soustavy lineárńıch rovnic a nerovnic).

Př́ıklad

Firma vyráb́ı 2 druhy výrobk̊u A a B. V tabulce je uvedeno množstv́ı
materiálu (ve vhodných jednotkách) poťrebný k výrobě jednotkového
množstv́ı daného druhu výrobku a také jeho prodejńı cena.

Materiál X Materiál Y Cena

Výrobek A 2 3 6000Kč

Výrobek B 4 4 10000Kč
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Úvod do lineárńıho programováńı

Př́ıklad (Pokračováńı)

Na skladu je jen 10 jednotek materiálu X a 12 jednotek materiálu Y . Jak
maj́ı ve firmě nastavit výrobńı proces, aby celková cena za vyrobené
množstv́ı výrobk̊u byla co nejvěťśı? Odpověd’ je skryta v řešeńı úlohy

maximalizujte 6x1 + 10x2

za podḿınek 2x1 + 4x2 ≤ 10,

3x1 + 4x2 ≤ 12,

x1, x2 ≥ 0.

Graficky můžeme nalézt, že maximum se nabývá v bodě
(
2, 32
)T

.
Maximum je f

(
2, 32
)
= 27.

V řadě úloh může být p̌rirozený dodatečný požadavek x1, x2 ∈ Z. Na
prvńı pohled se zdá, že řešeńım pak bude bod (2, 1)T . Avšak řešeńım
je bod (1, 2)T .
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Úvod do lineárńıho programováńı

Př́ıklad (Pokračováńı)

Obchodńık chce od firmy koupit veškerý materiál ze skladu. Jaké ceny za
materiál X a Y by měl firmě nab́ıdnout, aby zaplatil co nejmenš́ı částku a
firmě se p̌resto vyplatilo materiál prodat naḿısto výroby výrobk̊u? Tato
otázka vede na úlohu

minimalizujte 10y1 + 12y2

za podḿınek 2y1 + 3y2 ≥ 6,

4y1 + 4y2 ≥ 10,

y1, y2 ≥ 0,

kde y1 je cena za jednotkové množstv́ı materiálu X a y2 je cena za
jednotkové množstv́ı materiálu Y .

Uvedená minimalizačńı úloha je duálńı k původńı maximalizačńı úloze
(to ukážeme později).
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Tvary zápisu úloh lineárńıho programováńı

Necht’ A ∈Mm,n(R), x, c ∈ Rn, b ∈ Rm.

Kanonický tvar:

minimalizujte 〈x, c〉
za podḿınek Ax ≥ b,

x ≥ 0.

maximalizujte 〈x, c〉
za podḿınek Ax ≤ b,

x ≥ 0.

Standardńı tvar:
minimalizujte 〈x, c〉
za podḿınek Ax = b,

x ≥ 0.

maximalizujte 〈x, c〉
za podḿınek Ax = b,

x ≥ 0.

Každou úlohu lineárńıho programováńı lze p̌repsat do výše uvedených
tvar̊u.

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Lineárńı programováńı 5 / 31



Tvary zápisu úloh lineárńıho programováńı

Běžné
”
triky“:

Maximalizaci 〈x, c〉 lze nahradit minimalizaćı −〈x, c〉 a obráceně.

Chyb́ı-li podḿınka xi ≥ 0, pak zavedeme nové proměnné y1, y2 ≥ 0
tak, že xi = y1 − y2.

Pokud xi ≤ 0, pak y := −xi ≥ 0.
At’ a ∈ R a v ∈ Rn.

〈x, v〉 ≤ a lze nahradit 〈x, v〉+ s = a, s ≥ 0;
〈x, v〉 ≥ a lze nahradit 〈x, v〉 − s = a, s ≥ 0.

Nová proměnná s se nazývá doplňková proměnná.

Př́ıklad

Je dána úloha
minimalizujte x1 − x2

za podḿınek 2x1 − 3x2 = 5,

−2 ≤ x2 ≤ 3,

x1 ≤ 0.
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Tvary zápisu úloh lineárńıho programováńı

Př́ıklad (Pokračováńı)

Kanonický tvar je

minimalizujte − y1 − y2 + y3

za podḿınek −2y1 − 3y2 + 3y3 ≥ 5,

2y1 + 3y2 − 3y3 ≥ −5,
y2 − y3 ≥ −2,
y3 − y2 ≥ −3,

y1, y2, y3 ≥ 0.
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Tvary zápisu úloh lineárńıho programováńı

Př́ıklad (Pokračováńı)

Standardńı tvar je

minimalizujte − y3 − y4 + y5

za podḿınek y4 − y5 − y1 = −2,
y4 − y5 + y2 = 3,

−2y3 − 3y4 + 3y5 = 5,

y1, y2, y3, y4, y5 ≥ 0.
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Bazický p̌ŕıpustný bod

Je dána úloha
minimalizujte 〈x, c〉
za podḿınky Ax = b,

x ≥ 0,

 (LP)

kde c ∈ Rn, b ∈ Rm a A ∈Mm,n(R) splňuje

hodnA = hodn(A, b) = m ≤ n.

Dále se v této sekci budeme držet následuj́ıćıho značeńı:

Př́ıpustná množina M = {x ∈ Rn |Ax = b, x ≥ 0}.
J(x) := {j ∈ {1, . . . , n} |xj > 0}, kde x = (x1, . . . , xn)

T ∈ Rn.

a1, . . . , an ∈ Rm sloupce matice A.

Necht’ B ⊆ {1, . . . , n} je neprázdná. Pak AB je matice tvǒrená
sloupci matice A s indexy v B (v daném pǒrad́ı). Je-li
x = (x1, . . . , xn)

T , pak xB je sloupec tvǒrený prvky xi, i ∈ B,
v daném pǒrad́ı.

N := {1, . . . , n} \B.
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Bazický p̌ŕıpustný bod

Př́ıklad

Je dána matice A =

(
1 2 3
0 2 3

)
, vektor x =

1
2
3

 a množina B = {1, 3}.

Potom

N = {2},

AB =

(
1 3
0 3

)
,

xB =

(
1
3

)
,

AN =

(
2
2

)
,

xN =
(
2
)
.
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Bazický p̌ŕıpustný bod

Definice

Bod x ∈M se nazve bazický p̌ŕıpustný bod (zkráceně BPB) úlohy (LP),
pokud existuje m-prvková množina B ⊆ {1, . . . , n} taková, že

1 AB je regulárńı;

2 xj = 0 pro každé j ∈ N .

Množina B z definice BPB se nazývá p̌ŕıpustná báze.

Př́ıklad

Necht’ A =

(
1 2 3
0 2 3

)
a b =

(
5
3

)
.

BPB jsou

(2, 0, 1)T (p̌ŕıpustná báze je B = {1, 3});
1
2(4, 3, 0)

T (p̌ŕıpustná báze je B = {1, 2}).
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Bazický p̌ŕıpustný bod

Tvrzeńı

Necht’ x ∈M . Pak x je BPB právě tehdy, když {aj | j ∈ J(x)} je lineárně
nezávislá množina.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Tvrzeńı

Pro každou m-prvkovou množinu B ⊆ {1, . . . , n} takovou, že AB je
regulárńı, existuje nejvýše jedno x ∈M splňuj́ıćı xj = 0 pro každé j ∈ N .

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Různých BPB úlohy (LP) je nejvýše
(
n
m

)
.
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Bazický p̌ŕıpustný bod

Necht’ x je BPB odpov́ıdaj́ıćı množině B ⊆ {1, . . . , n}. Jeho
komponenty xi, i ∈ B, se nazývaj́ı bazické. Komponenty xi, i ∈ N , se
nazývaj́ı nebazické.

Má-li BPB některé bazické komponenty nulové, pak p̌ŕıpustná báze B
nemuśı být určena jednoznačně.

Nemá-li BPB jednoznačně určenou p̌ŕıpustnou bázi, ř́ıkáme, že je
degenerovaný.

Př́ıklad

Necht’

A =

(
1 0 1 1
1 1 0 1

)
a b =

(
1
1

)
.

Potom

(1, 0, 0, 0)T je degeneronaný BPB;

(0, 1, 1, 0)T je nedegeneronaný BPB.
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Bazický p̌ŕıpustný bod

Př́ıklad

Necht’ A =

(
1 2 3
0 2 3

)
a b =

(
5
3

)
.

Již jsme ukázali, že BPB jsou x = (2, 0, 1)T a y = 1
2(4, 3, 0)

T . Tyto body
jsou také krajńı body p̌ŕıpustné množiny

M =
{
x ∈ R3

∣∣Ax = b, x ≥ 0
}
= [x, y].

Je to náhoda?

Věta (O bazických p̌ŕıpustných bodech)

1 Necht’ x ∈M . Pak x je BPB úlohy (LP) právě tehdy, když x je krajńı
bod množiny M .

2 M je neprázdná právě tehdy, když existuje BPB úlohy (LP).

Důkaz: 1 viz p̌rednáška. 2 vynecháváme. �
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Bazický p̌ŕıpustný bod

Věta (Základńı věta lineárńıho programováńı)

1 Úloha (LP) má řešeńı právě tehdy, když M je neprázdná a 〈x, c〉 je
zdola omezená na M .

2 Má-li (LP) řešeńı, pak existuje řešeńı úlohy (LP), které je BPB.

Důkaz: viz p̌rednáška (jen pro M kompaktńı). �

Tvrzeńı

Množina všech řešeńı úlohy (LP) je konvexńı polyedrická množina.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Je-li množina všech řešeńı úlohy (LP) neprázdná, pak je pr̊unikem M
a jisté nadroviny H (viz p̌redchoźı důkaz). Abychom určili H,
poťrebujeme znát jedno řešeńı (nebo alespoň hodnotu minima ćılové
funkce) úlohy (LP). Jak ho naj́ıt?
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Simplexová metoda

Předpokládejme, že existuje BPB úlohy (LP), tj. M 6= ∅.

Simplexový algoritmus

1 Nalezneme nějaký BPB x̂ a odpov́ıdaj́ıćı p̌ŕıpustnou bázi B.

2 Vypočteme

c̃j = cj − cTBA
−1
B aj = cj −

〈
A−1

B aj , cB
〉
,

j ∈ {1, . . . , n}. (Stač́ı jen pro j ∈ N .)

3 Neexistuje-li j ∈ N splňuj́ıćı c̃j < 0, pak algoritmus konč́ı a x̂ je
řešeńı. V opačném p̌ŕıpadě p̌rejdeme na bod 4 .

4 Existuje-li j ∈ N splňuj́ıćı c̃j < 0 a A−1
B aj ≤ 0, pak algoritmus konč́ı

a úloha (LP) nemá řešeńı. V opačném p̌ŕıpadě p̌rejdeme na bod 5 .

5 Zvoĺıme j ∈ N tak, že c̃j < 0.
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Simplexová metoda

Simplexový algoritmus – pokračováńı

6 Vybereme l ∈ {1, . . . ,m} tak, že (A−1
B aj)l > 0 a

(A−1
B b)l

(A−1
B aj)l

= min

{
(A−1

B b)i

(A−1
B aj)i

∣∣∣∣∣ (A−1
B aj)i > 0, i ∈ {1, . . . ,m}

}
.

7 Z B = {i1, . . . , im}, kde i1 < · · · < im, vypust́ıme il a vlož́ıme do ńı
j (tj. nově je B = ({i1, . . . , im} \ {il}) ∪ {j}). Dále nalezneme BPB
odpov́ıdaj́ıćı této nové p̌ŕıpustné bázi B. Symbolem x̂ nyńı označ́ıme
tento BPB naḿısto p̌redchoźıho BPB. Jdeme na bod 2 .

Konč́ı-li algoritmus v 4 , pak směr, ve kterém je ćılová funkce na M zdola

neomezená, má soǔradnice di =


−(A−1

B aj)i i ∈ B,

1 i = j,

0 i ∈ N \ {j}.
(Index j je určen v 4 .)
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Simplexová metoda

Simplexová tabulka:

cT − cTBA
−1
B A −

〈
A−1

B b, cB
〉

A−1
B A A−1

B b

Je-li BPB degenerovaný, může se simplexová metoda zacyklit.

Př́ıklad

Je dána úloha
minimalizujte − x1 − 3x2

za podḿınek 2x1 + 3x2 + x3 = 6,

−x1 + x2 + x4 = 1,

x1, x2, x3, x4 ≥ 0.

Jej́ı (jediné) řešeńı je (35 ,
8
5 , 0, 0)

T .
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Simplexová metoda

Př́ıklad

Je dána úloha

minimalizujte − 2x2 − x3

za podḿınek x1 + x2 − 2x3 ≤ 7,

−3x1 + x2 + 2x3 ≤ 3,

x1, x2, x3 ≥ 0.

Tato úloha nemá řešeńı.
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Dvoufázová simplexová metoda

Neńı M = ∅?
Jak naj́ıt počátečńı BPB, pokud neńı hned vidět?

Odpovědi na tyto otázky dává prvńı (inicializačńı) fáze tzv.
dvoufázové simplexové metody. Druhá fáze této metody je pak
standardńı simplexová metoda.

Bez újmy na obecnosti budeme nyńı p̌redpokládat, že v úloze
(LP) je b ≥ 0.

Jak prob́ıhá prvńı fáze? Řešme pomocnou úlohu

minimalizujte
m∑
i=1

yi

za podḿınky Ax+ y = b,

x, y ≥ 0.

 (F1)

Komponenty y1, . . . , ym vektoru y se nazývaj́ı umělé proměnné.

Martin Bohata Optimalizace a teorie her Lineárńı programováńı 20 / 31



Dvoufázová simplexová metoda

(0, . . . , 0, b1, . . . , bm)T je BPB úlohy (F1).

Dle Základńı věty lineárńıho programováńı má úloha (F1) vždy řešeńı,
nebot’ p̌ŕıpustná množina je neprázdná a ćılová funkce je zdola
omezená (na p̌ŕıpustné množině).

Tvrzeńı

Př́ıpustná množina M úlohy (LP) je neprázdná právě tehdy, když v bodě
minima úlohy (F1) má ćılová funkce

∑m
i=1 yi hodnotu 0. V tomto p̌ŕıpadě

muśı být y = 0.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �

Nalezneme-li simplexovou metodou řešeńı úlohy (F1), pak obsahuje
nejvýše m kladných komponent (je to BPB úlohy (F1)).

Vynecháme-li v řešeńı úlohy (F1) komponenty vektoru y, dostaneme
BPB pro úlohu (LP).
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Dvoufázová simplexová metoda

Př́ıklad

Je dána úloha
minimalizujte x2

za podḿınek x1 = 1,

x1 − x2 = 2,

x1, x2 ≥ 0.

Př́ıpustná množina M je žrejmě prázdná. Ově̌rme to pomoćı dvoufázové
simplexové metody. Prvńı fáze vede na úlohu

minimalizujte y1 + y2

za podḿınek x1 + y1 = 1,

x1 − x2 + y2 = 2,

x1, x2, y1, y2 ≥ 0.

Ta má řešeńı (1, 0, 0, 1)T , a proto je M = ∅.
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Dvoufázová simplexová metoda

Ne vždy je nutné zavádět všech m umělých proměnných, věťsinou jich
stač́ı zavést méně.

Př́ıklad

Je dána úloha
minimalizujte 2x1

za podḿınek x1 − x3 = 3,

x1 − x2 − 2x4 = 1,

2x1 + x4 + x5 = 7,

x1, . . . , x5 ≥ 0.

Pomoćı dvoufázové simplexové metody nalezněme jej́ı řešeńı.
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Dvoufázová simplexová metoda

Př́ıklad (Pokračováńı)

Prvńı fáze vede na úlohu

minimalizujte y1 + y2

za podḿınek x1 − x3 + y1 = 3,

x1 − x2 − 2x4 + y2 = 1,

2x1 + x4 + x5 = 7,

x1, . . . , x5, y1, y2 ≥ 0.

Jedno z řešeńı této úlohy je (x1, . . . , x5, y1, y2) = (3, 0, 0, 1, 0, 0, 0)T .

Bod (3, 0, 0, 1, 0)T je tak BPB původńı úlohy. Z druhé fáze vid́ıme, že
tento bod je také řešeńım původńı úlohy.
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Dualita a lineárńı programováńı

Tvrzeńı (Duálńı úloha lineárńıho programováńı)

Necht’ A ∈Mm,n(R), c ∈ Rn a b ∈ Rm. Duálńı úloha k úloze

minimalizujte 〈x, c〉
za podḿınky Ax ≥ b,

x ≥ 0

 (P)

je
maximalizujte 〈y, b〉
za podḿınky AT y ≤ c,

y ≥ 0

 (D)

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Dualita a lineárńı programováńı

Jak vypadá duálńı úloha k (D)?
Přepǐsme (D) na minimalizačńı úlohu:

minimalizujte − 〈y, b〉
za podḿınek AT y ≤ c,

y ≥ 0.

Přeṕı̌seme-li duálńı úlohu k této úloze na minimalizačńı, pak dostaneme
úlohu (P)!

Věta (O silné dualitě pro lineárńı programováńı)

Úloha (P) má řešeńı právě tehdy, když má řešeńı úloha (D). V takovém
p̌ŕıpadě jsou hodnoty obou úloh stejné.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Dualita a lineárńı programováńı

Necht’ I = {1, . . . ,m} a J = {1, . . . , n}.
Konstrukce duálńı úlohy k obecné úloze lineárńıho programováńı:

primárńı/duálńı úloha duálńı/primárńı úloha

minimalizujte 〈x, c〉 maximalizujte 〈y, b〉

n∑
j=1

aijxj


≤
≥
=

 bi, i ∈ I yi


≤ 0
≥ 0
∈ R

 , i ∈ I

xj


≥ 0
≤ 0
∈ R

 , j ∈ J

m∑
i=1

aijyi


≤
≥
=

 cj , j ∈ J
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Dualita a lineárńı programováńı

Př́ıklad

Je dána úloha

minimalizujte 3x1 − 2x2 + 5x4

za podḿınek x1 + x3 ≤ 2,

2x1 − x2 − x3 + 4x4 = 8,

−3x1 + x2 + 5x3 − x4 ≥ −1,
x1 ∈ R,

x2, x3 ≥ 0,

x4 ≤ 0.

Zkonstruujme úlohu k ńı duálńı.
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Dualita a lineárńı programováńı

Př́ıklad (pokračováńı)

Duálńı úloha je

maximalizujte 2y1 + 8y2 − y3

za podḿınek y1 + 2y2 − 3y3 = 3,

−y2 + y3 ≤ −2,
y1 − y2 + 5y3 ≤ 0

4y2 − y3 ≥ 5,

y1 ≤ 0,

y2 ∈ R,
y3 ≥ 0.
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Simplexová metoda a řešeńı duálńı úlohy

Do úlohy (P) zaved’me doplňkové proměnné y = (y1, . . . , ym)T . T́ım
dostaneme úlohu

minimalizujte 〈x, c〉
za podḿınek Ax− y = b,

x, y ≥ 0

 (P̃)

Po provedeńı simplexové metody dostaneme výslednou simplexovou
tabulku ve tvaru

c̃1 . . . c̃n c̃n+1 . . . c̃n+m . . .
... · · ·

...
... · · ·

...
...

kde c̃1, . . . , c̃m+n ≥ 0 a sloupce na levé straně odpov́ıdaj́ı postupně
proměnným x1, . . . , xn, y1, . . . , ym. Pak ŷ = (c̃n+1, . . . , c̃n+m)T je řešeńım
úlohy (D).
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Simplexová metoda a řešeńı duálńı úlohy

Př́ıklad

Je dána dvojice vzájemně duálńıch úloh

minimalizujte 〈x, c〉
za podḿınek Ax ≥ b

x ≥ 0

maximalizujte 〈y, b〉
za podḿınek AT y ≤ c

y ≥ 0,

kde A =

(
0 4 1
1 1 0

)
, b =

(
2
1

)
, c =

1
2
4

.

Řešeńı minimalizačńı úlohy je x̂ = 1
2

1
1
0

.

Řešeńı maximalizačńı úlohy je ŷ = 1
4

(
1
4

)
.
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