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Úvod do teorie her

V́ıce subjekt̊u v rozhodovaćım procesu.

Rozhodnut́ı každého z nich může ovlivnit výsledek ostatńıch.

Aplikace:

Bezdrátové śıtě

Umělá inteligence

Kryptografie

Ekonomie

Biologie
...

Základńı děleńı her:

strategické × extenzivńı

kooperativńı × nekooperativńı
...
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Úvod do teorie her

Definice

Strategická hra s n ∈ N hráči je trojice

G = (N, (Si)
n
i=1, (ui)

n
i=1) ,

kde

N = {1, . . . , n} je konečná množina hráč̊u,

Si je neprázdná množina strategíı i-tého hráče,

ui : S1×· · ·×Sn → R je funkce užitku (výplatńı funkce) i-tého hráče.

Terminologie a značeńı:

Prvek z Si . . . strategie i-tého hráče.

Prvek z S := S1 × · · · × Sn . . . strategický profil.

S . . . množina strategických profil̊u.
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Př́ıklady strategických her

Př́ıklad (Vězňovo dilema)

Hra je daná tabulkou:

P Z
P −5;−5 0;−10
Z −10; 0 −1;−1

Př́ıklad (Panna nebo orel)

Hra je daná tabulkou:

P O
P 10;−10 −10; 10
O −10; 10 10;−10
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Př́ıklady strategických her

Př́ıklad (Manželský spor)

Hra je daná tabulkou:
D H

D 2; 3 −1;−1
H 0; 0 3; 2

Př́ıklad (Kámen-nůžky-paṕır)

Hra je daná tabulkou:

K N P
K 0; 0 1;−1 −1; 1
N −1; 1 0; 0 1;−1
P 1;−1 −1; 1 0; 0
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Př́ıklady strategických her

Př́ıklad (Cournot̊uv model oligopolu)

N = {1, . . . , n} a Si = [0,∞) pro každé i ∈ N .

qi ∈ Si . . . množstv́ı vyrobeného zbož́ı i-tou firmou.

P (
∑

i∈N qi) . . . cena jednotkového množstv́ı výrobku na trhu.

Ci(qi) . . . náklady i-té firmy na výrobu množstv́ı qi.

ui(q1, . . . , qn) = P (
∑

i∈N qi)qi − Ci(qi) . . . funkce užitku i-té firmy.
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Nashova rovnováha

Jaký je
”
racionálńı“ strategický profil hry?

Budeme hledat takový strategický profil, kde žádný hráč neźıská
výhodu pouze změnou své strategie.

Definice

Necht’ G = (N, (Si)
n
i=1, (ui)

n
i=1) je strategická hra. Strategický profil

σ̂ = (σ̂1, . . . , σ̂n) ∈ S se nazve Nashovo equilibrium hry G, jestliže pro
každé i ∈ N a každé σi ∈ Si je

ui(σ̂1, . . . , σ̂n) ≥ ui(σ̂1, . . . , σ̂i−1, σi, σ̂i+1, . . . , σ̂n)

V p̌ŕıpadě her dvou hráč̊u definice Nashova equilibria ř́ıká, že

1 u1(σ̂1, σ̂2) ≥ u1(σ1, σ̂2) pro každé σ1 ∈ S1;

2 u2(σ̂1, σ̂2) ≥ u2(σ̂1, σ2) pro každé σ2 ∈ S2.
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Nashova rovnováha

Př́ıklad (Vězňovo dilema)

P Z
P −5;−5 0;−10
Z −10; 0 −1;−1

Jediným Nashovým equilibriem je strategický profil (P, P ).

Př́ıklad (Panna nebo orel)

P O
P 10;−10 −10; 10
O −10; 10 10;−10

V této ȟre neexistuje Nashovo equilibrium.
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Nashova rovnováha

Př́ıklad (Manželský spor)

D H
D 2; 3 −1;−1
H 0; 0 3; 2

Strategické profily (D,D) a (H,H) jsou jediná Nashova equilibria v této
ȟre.

Nashovo equilibrium nevede k
”
maximalizaci zisku“, ale k rovnováze.

Jak jsme viděli na p̌ŕıkladech, Nashovo equilibrium nemuśı být určeno
jednoznačně, dokonce ani nemuśı existovat.
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Nashova rovnováha

Tvrzeńı

Necht’ G = (N, (Si)
n
i=1, (ui)

n
i=1) je strategická hra a σ̂ ∈ S. Pak

následuj́ıćı tvrzeńı jsou ekvivalentńı:

1 σ̂ je Nashovo equilibrium.

2 Pro každé i ∈ N je

σ̂i ∈ argmax
σi∈Si

ui(σ̂1, . . . , σ̂i−1, σi, σ̂i+1, . . . , σ̂n).

Důkaz: Plyne p̌ŕımo z definice Nashova equilibria. �
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Nashova rovnováha

Př́ıklad (Cournot̊uv model oligopolu)

At’

N = {1, 2} (tj. uvažujeme model duopolu) a S1 = S2 = [0,∞).

C1(q1) = cq1 a C2(q2) = cq2, kde c > 0.

P (q1 + q2) = a− b(q1 + q2), kde a > c a b > 0.

u1(q1, q2) = [a− b(q1 + q2)]q1 − cq1 a
u2(q1, q2) = [a− b(q1 + q2)]q2 − cq2.

Jediné Nashovo equilibrium je (q̂1, q̂2) =
(
a−c
3b ,

a−c
3b

)
a

u1(q̂1, q̂2) = u2(q̂1, q̂2) = (a−c)2
9b .

Srovnejme tento výsledek s modelem monopolu. Funkce užitku
u(q) = q(a− c− bq), q ∈ [0,∞), má jediný bod maxima q̂ = a−c

2b a

u(q̂) = (a−c)2
4b .
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Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem

Definice

Hra dvou hráč̊u s nulovým součtem je strategická hra

G = ({1, 2}, (S1, S2), (u1, u2))

taková, že pro každé (σ1, σ2) ∈ S1 × S2 je

u1(σ1, σ2) + u2(σ1, σ2) = 0.

Hráči maj́ı zcela opačné zájmy.

Stač́ı zadat jen jednu funkci užitku, nebot’ u1 = −u2.

Je zbytečné uvádět množinu {1, 2} všech hráč̊u.

Zjednodušené značeńı hry dvou hráč̊u:

G = (S1, S2, u),

kde u = u1.
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Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem

Definice

At’ G = (S1, S2, u) je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem.

1 Dolńı cena hry G je č́ıslo

v := sup
σ∈S1

inf
τ∈S2

u(σ, τ).

2 Horńı cena hry G je č́ıslo

v := inf
τ∈S2

sup
σ∈S1

u(σ, τ).

3 Řekneme, že v ∈ R je cena hry G, jestliže v = v = v.

Prvńı hráč nemůže
”
źıskat“ méně než v.

Druhý hráč nemůže
”
prohrát“ v́ıce než v.

Plat́ı v ≤ v.
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Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem

Definice

At’ G = (S1, S2, u) je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem a v je jej́ı cena.
Řekneme, že

1 σ̂ ∈ S1 je optimálńı strategie prvńıho hráče, jestliže
v = infτ∈S2 u(σ̂, τ);

2 τ̂ ∈ S2 je optimálńı strategie druhého hráče, jestliže
v = supσ∈S1

u(σ, τ̂).

Př́ıklad

Hra G je dána tabulkou:

C D
C 1;−1 2;−2
D 3;−3 4;−4
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Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem

Př́ıklad (Pokračováńı)

G je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem, a proto stač́ı zadat tabulku:

C D
A 1 2
B 3 4

Tedy G = (S1, S2, u), kde S1 = {A,B}, S2 = {C,D}, u(A,C) = 1,
u(A,D) = 2, u(B,C) = 3 a u(B,D) = 4.

Plat́ı:

v = v = v = 3;

optimálńı strategie 1. hráče je B;

optimálńı strategie 2. hráče je C.
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Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem

Př́ıklad (Panna nebo orel)

G je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem, a proto stač́ı zadat tabulku:

P O
P 10 −10
O −10 10

Plat́ı:

v = −10;

v = 10;

v neexistuje;

optimálńı strategie prvńıho a druhého hráče neexistuj́ı.
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Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem

Př́ıklad

Uvažme hru G = (S1, S2, u) dvou hráč̊u s nulovým součtem, kde
S1 = S2 = (0, 1) a u(σ, τ) = στ .
Plat́ı:

v = v = v = 0;

optimálńı strategie prvńıho hráče je každá strategie z S1.

optimálńı strategie druhého hráče neexistuje.

Tvrzeńı

At’ G = (S1, S2, u) je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem taková, že S1 a
S2 jsou konečné. Jestliže existuje cena hry G, pak existuje optimálńı
strategie prvńıho a také druhého hráče.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem

Jaký je vztah Nashova equilibria a strategického profilu složeného z
optimálńıch strategíı?

Definice

Necht’ f : M ×N → R. Řekneme, že (x̂, ŷ) ∈M ×N je sedlový bod
funkce f , jestliže pro každé x ∈M a každé y ∈ N je

f(x, ŷ) ≤ f(x̂, ŷ) ≤ f(x̂, y)

Sedlový bod z p̌redchoźı definice se p̌resněji nazývá sedlový bod typu
maxmin.

Tvrzeńı

At’ G = (S1, S2, u) je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem a
(σ̂, τ̂) ∈ S1 × S2. Potom (σ̂, τ̂) je Nashovo equilibrium hry G právě tehdy,
když (σ̂, τ̂) je sedlový bod funkce u.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
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Hry dvou hráč̊u s nulovým součtem

Věta (O Nashově equilibriu a optimálńıch strategíı)

Necht’ G = (S1, S2, u) je hra dvou hráč̊u s nulovým součtem

1 Je-li (σ̂, τ̂) ∈ S1 × S2 Nashovo equilibrium hry G, pak v = u(σ̂, τ̂) je
cena hry G, σ̂ je optimálńı strategie prvńıho hráče a τ̂ je optimálńı
strategie druhého hráče.

2 Jestliže v je cena hry G, σ̂ je optimálńı strategie prvńıho hráče a τ̂ je
optimálńı strategie druhého hráče, pak v = u(σ̂, τ̂) a (σ̂, τ̂) je
Nashovo equilibrium.

Důkaz: Viz p̌rednáška. �
Z p̌redchoźı věty plyne, že jsou-li (σ̂1, τ̂1) a (σ̂2, τ̂2) Nashova equilibria, pak
také (σ̂1, τ̂2) a (σ̂2, τ̂1) jsou Nashova equilibria a
u(σ̂1, τ̂1) = u(σ̂1, τ̂2) = u(σ̂2, τ̂1) = u(σ̂2, τ̂2). Toto neplat́ı pro obecné hry
dvou hráč̊u (viz nap̌r. Manželský spor).
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Sḿı̌sené strategie

Chceme vyb́ırat strategie s určitou pravděpodobnost́ı.

Omeźıme se na tzv. konečné hry.

Definice

Necht’ G = (N, (Si)
n
i=1, (ui)

n
i=1) je strategická hra. Řekneme, že G je

konečná, jestliže pro každé i ∈ N je Si konečná množina.

Mezi konečné hry paťŕı Vězňovo dilema, Manželský spor,. . .
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Sḿı̌sené strategie

Definice

Necht’ G = (N, (Si)
n
i=1, (ui)

n
i=1) je konečná strategická hra

N = {1, . . . , n} a pro každé i ∈ N je Si =
{
σi1, . . . , σ

i
mi

}
. Sḿı̌sené

rozš́ı̌reńı G je strategická hra G = (N, (∆Si)
n
i=1, (Ui)

n
i=1), kde pro každé

i ∈ N je

∆Si =
{
x ∈ Rmi

+

∣∣∣∑mi
j=1 xj = 1

}
množina všech sḿı̌sených strategíı

(loteríı) nad Si,

Ui : ∆S1 × · · · ×∆Sn → R je daná p̌redpisem
Ui(p

1, . . . , pn) =
∑m1

j1=1 · · ·
∑mn

jn=1 ui(σ
1
j1
, . . . , σnjn)p1j1 . . . p

n
jn

.

Prvek σik ztotožňujeme s prvkem v Rmi
+ , který má na k-té pozici

jedničku a všude jinde nuly.

Prvky z ∆Si, které maj́ı na jedné pozici jedničku a na ostatńıch nulu
nazýváme čisté strategie.
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Sḿı̌sené strategie

Př́ıklad (Panna nebo orel)

Připomeňme, že tato hra G (dvou hráč̊u s nulovým součtem) je dána
tabulkou:

P O
P 10 −10
O −10 10

Množiny strategíı jsou S1 = S2 = {P,O} a funkce užitku jsou u1, u2
(kde u2 = −u1).

Označme σ1 = P, σ2 = O strategie prvńıho hráče a τ1 = P, τ2 = O
strategie druhého hráče.

Pro p ∈ ∆S1 a q ∈ ∆S2 je

U1(p, q) = 10p1q1 − 10p1q2 − 10p2q1 + 10p2q2.

Protože u2 = −u1, je U2 = −U1.
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Sḿı̌sené strategie

Př́ıklad (Panna nebo orel – pokračováńı)

Sḿı̌sené rozš́ı̌reńı hry G je hra G = (∆S1,∆S2, U1).

Polož́ıme-li p1 = x a q1 = y, pak x, y ∈ [0, 1], p2 = 1−x a q2 = 1−y.

Mı́sto funkce U1 tak můžeme uvažovat jen funkci

Ũ(x, y) = 10(4xy − 2x− 2y + 1).

Mı́sto G můžeme ekvivalentně vyšeťrovat hru Γ = ([0, 1], [0, 1], Ũ).

Existuje Nashovo equilibrium hry Γ (a odtud hry G)?

Cena hry Γ je v = 0, optimálńı strategie prvńıho hráče je x = 1
2 a

optimálńı strategie druhého hráče je y = 1
2 .

Nashovo equilibrium hry Γ je proto
(
1
2 ,

1
2

)
.(

1
2

(
1
1

)
, 12

(
1
1

))
je Nashovo equilibrium hry G.
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Sḿı̌sené strategie

Věta (Nashova věta)

Sḿı̌sené rozš́ı̌reńı konečné strategické hry má nejméně jedno Nashovo
equilibrium.

Důkaz: Vynecháváme. �
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