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Mira a méfitelné funkce — cviceni

Ukazte ze podminky (A1), (A2) v definici (o-)algebry S (j. § € S a uzavienost na doplilek) lze nahradit

podminkami

(A1) XeS
(A2%) A BeS = A\BeS (uzavienost na rozdil)

(Navod: Abychom ukézali, ze (o-)algebra spliiuje (LA2*), musime vyuzit jeji uzavienost na sjednoceni.)

. Ukazte, ze kazdé algebra je uzaviena na konecné sjednoceni a konecné pruniky.

(Navod: U prinikt nejdiiv ukazte, Ze je algebra uzaviend na priniky dvou mnoZin.)

Jaké vlastnosti m4a systém mnozin {A C X | A je spocetnd}? Kdy je to (v zavislosti na X)) algebra, kdy
o-algebra? Pro jakd X je {A C X |A nebo X \ A je koneénd} o-algebra?

Necht F C P(X). Ukazte, Ze je prinik vSech o-algeber obsahujicich F je o-algebra.

Necht (X,S) je méfitelny prostor, (A;)52; C S. Polozme By = A;, Bs = A2\ A1, Bs = Az \ (A1 U A4y)
atd. Ukazte, ze pak plati

B;C4;, B,NB;j=0 pro i#j, Ule A = Ule B; prokazdé keN, J<;4; ==, B
Necht (X,S,u) je prostor s mirou, D € S. Ukazte, ze pak (D,Sp,up), kde
Sp={AeS|Ac D} (={BND|BeS}) a  up=plsp
je prostor s mirou, a pokud je mira g Uplna, je i mira pp Gplna.

Ukazte, Ze kazdy usmérnény interval v R™ je prinik 2n (ne nutné riiznych) usmérnénych poloprostori.
(Navod: Dtikaz lze provést matematickou indukei s vyuzitim toho, ze pro A C X, B, By, Bo C Y plati
AXxB=(AXxY)N(X xB) a Ax(B1NBy)=(AxB;)N(AX By).)

Necht I, C R™ je usmérnény interval a H = {z € R"|z; < ¢} usmérnény poloprostor. Ukazte, Ze pak
plati
In(1) = Ln(I N H) + L, (I\H).

(UvaZujte riizné mozné polohy ¢ vzhledem k intervalu pro prvni soufadnici bodi z I,,.)

Ukazte, ze Lebesgueova vnéjsi mira [} je transla¢né invariantni, tj. pro kazdé A C R™ a x € R™ plati
F(A+z) = I5(A),kde A+z = {a+z|ac A}

Necht B(R™) je o-algebra v8ech borelovskych mnozin v R™. Ukazte, ze plati
(a) B(R™) obsahuje vSechny uzaviené mnoZiny.
(b) Je-li A o-algebra obsahujici vSechny usmérnéné intervaly v R™, pak B(R") C A.
(¢) B(R™) Cc 9M,,. Tedy kazda borelovskd mnozina je lebesgueovsky méfitelna.

Ukazte, ze plati
(a) Jeli f S-méfitelnana DeS, D'eS, D' C D, pakje f S-méfitelnd ina D'
(b) Je-li f S-méfitelnd na Dy, Dy € S, pak je f S-méfitelnd ina D; U Ds.

Necht f, g jsou S-méfitelné funkce na D € S. Ukazte, ze pak {x € D| f(z) =g(z)} € S.
(Navod: Vyuzijte Tvrzeni 1.15,c) nebo 1.15,a).)



