Linearni algebra — priklady

26. listopadu 2008 19:56

Znaceni: E jednotkova matice, E;; matice majici v pozici (7, ) jednicku
a jinak nuly.
[...] ... linedrni obal dané soustavy vektort

1. Popiste pomoci maticového nasobeni zprava nebo zleva nésledujici ma-
ticové operace:
a) K prvnimu sloupci pfi¢teme dvojnasobek druhého sloupce
b) Od tfetiho fadku ode¢teme prvni Fadek

Reseni: a) vynasobeni zprava matici E + 2 Eq;
b) vynasobeni zleva matici E — Eg;

2. Ukazte, Ze pro ¢tvercové matice A a B stejného rfadu plati
a) (AB)T =BT AT.
b) (AB)* =B* A*.

3. Pomoci matice linearniho zobrazeni popiste prostorovou rotaci kolem
, . .
osy y o thel ¢ v kladném smyslu.

ReSeni: (v/3/22+0,52,y, 0,52+ /3/22)

4. Urcete obraz c¢tverce < 0,2 > x < 0,2 > v linedrnim zobrazeni danym
standardni matici

A=(o )

Reseni: Ctyfihelnik s vrcholy (2,0), (6,2), (8,2), (0,0).

5. Urcete zobrazeni, které bodu (z,y, z) pfifadi nejblizsi bod na pfimce
y=2x,z=0.

Reseni: (
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6. Popiste v R? zobrazeni, které vznikne postupnou aplikaci rotace kolem
osy x o uhel o a kolmé projekce do roviny xy a to v obou moznych
poradich.

ReSeni: a) (z,cosay — sina z,0)
b) (z,cos ay,sinay)

7. Zobrazeni T : R? — R? mé standardni matici

=43

Urcete matici tohoto zobrazeni viéi bazi a) {(1,0), (1,1)} b) {(1,1),(1,—-1)}

Reseni:

2 1 1/5 =5
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8. Pro linearni zobrazeni T': C? — C? plati plati T'(1,1) = (1,2);
T(—1,1) = (2,1). Naleznéte standardni matici zobrazeni 7.

)

9. Linearni zobrazeni T : C* — C? m4 viidi bazi {(1,1), (—1,2)} matici

(> 2)

Urdéete standarni matici.
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Reseni:
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Urcete vlastni ¢isla a vektory matice

(1 2)

Regeni: 85 | [(—1 4 5 1)
502

Urcete vlastni ¢isla a vektory matice
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Reseni: 1 ... [(j,1)] —1...[(—4,1)]

Urcete vlastni ¢isla a vektory matice
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Reseni: 3 ... [(1,0,-1),(0,1,0)); 5.... [(1,2,1)].

Urcete spektrum matice

100 3
010 4
00 2 -1
001 1

o gy 34v3) 33
Reseni: 0(A) = {1, 75, ===}
A ma4 vlastni ¢islo \. Ukazte, Ze 2\ € o(2A).

A je regularni matice. Ukazte, Ze A € o(A) pravé tehdy kdy?z
T eo(A™.



16.

17.

18.

19.

20.

Urcete matici 2x2, kterda ma vlastni ¢islo 3 s vlastnim vektorem (1, —1)
a vlastni ¢slo 1 s vlastnim vektorem (—2,0).

Reseni: (Napi.)

1/2 —5/2
0 3
a) Ukazte, Ze pro Ctvercovou matici A plati det(A) = det(A*)
b) Ukazte, ze A € o(A) pravé tehdy kdyz A € o(A¥).

Reste soustavu deferenc¢nich rovnic.

Tpr1 = 0,3z, +1,2y,
Ynr1 = —0,1z, 4+ 1,5y,

Reseni: v; = (12,6 + 2V6); vy = (12,6 — 2v/6);
Pocateéni stav c; vi + ¢y vy prejde na (zookrouhleno) ¢; 1,39"v; +
Cy 0, 41" Vo.

Z nadoby ¢.1 se v daném kroku preleje 2% obsahu do nadoby ¢.2 a sou-
Casné se 1% obsahu nadoby ¢.2 preleje do nddoby ¢.1. Podatecni stav
je ¢ objemu v prvni a yy objemu ve druhé nadobé. Urcete vyvoj po n
krocich.

Reseni:
(T, yn) = c1(1,2) 4+ ¢2(0,97)" (1, —1)

(¢1, ¢2)- soufadnice poc¢atecniho vektoru vici bazi {(1,2), (1, —1)}. Rov-
novazny stav: pomér 1:2.

Ctvercova matice A se nazyva fadkové stochasticks, jestlize jeji ¢leny
jsou vSechny v intervalu < 0,1 > a jestlize vSechny jeji radkové soucty
jsou rovny jedné. Ukazte, ze kazdad tfadkové stochastickd matice ma
jednicku ve svém spektru.
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Ctvercova matice A se nazyva sloupcové stochasticka, jestlize jeji Gleny
jsou vSechny v intervalu < 0,1 > a jestlize vSechny jeji sloupcové soucty
jsou rovny jedné. Ukazte, ze kazda sloupcové stochasticka matice ma
jednicku ve svém spektru.

Ukazte, ze podobnost je relace ekvivalence na mnoziné M, .

A, B € M, ., jsou regularni matice. Ukazte, ze A je podobna B praveé
tehdy kdyz A~! je podobna B

Ukazte, ze pro A, B € M, plati c(AB) = o(BA).
Ukazte, ze vSechny diagonalni matice majici na diagonéle stejnou mno-

zinu prvku jsou si podobné.

A= i (g g) Pomoci diagonalizace spoététe A*.

ReSenti:

s 281 — gy 28
_219% + 2+ 2k1+1 + 2kt

Ukazte, Ze pro ¢tvercovou matici A € M,,,, plati
< Axy >=<x, A"y >

pro vSechna x,y € C".

Reste soustavu diferenc¢nich rovnic

5 L 3
T, = - In - Yn
+1 4 4y
= §:c —|—§
Yn+1 = 4 n 4yn

o = a,yo = b.
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1 k—1 1 k—1
Ty = CL<W+2 >+b(_2k+1+2

1 1
Yn = a<—2k+1 +2’“> + b(2k+1 +2’“)

Diagonalizujte matici
5 =2 2
A=|-1 4 -1
-4 4 -1

ResSeni: A = PDP!, kde

-2 01
P=|1 1 1| D=diag(2,3,3)
4 10
Jsou diagonalizovatelné nasledujici matice
1 3 4 2 4 -3
a)|3 2 5 b)| -1 10 —6 |7
4 5 —50 -1 8 —4

ResSeni: a) ano b) ne

Je dédna matice
1 —j 0
A=1|7 0 -1
0 -1 1

Naleznéte spektralni rozklad matice A (tj. vyjadieni matice jako po-
dobné diagonalni prostfednictvim ortonormélni matice) a vyjadiete li-
nearni zobrazeni odpovidajici matici A jako kombinaci jednodimenzi-
onalnich projekci.
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Reseni: A = PDP*, kde

$|“5|H§|“

P—

S <l
SI=SINE

D = diag(1,-1,2).
Zobrazeni T je dano

I'=PFP, —P,+2PF,,,

kde vi = (_\;;5707 \/L§)7 Vo = (\/Lga \/167 \/Lg)v V3 = (\/Lga _\/L§’ \/Lg)
Je dana matice
2 2 =2
A= 2 5 —4
-2 —4 5

Naleznéte spektralni rozklad matice A (tj. vyjadieni matice jako po-
dobné diagonalni prostfednictvim ortonormélni matice) a vyjadiete li-
nearni zobrazeni odpovidajici matici A jako kombinaci jednodimenzi-
onalnich projekci.

2 2 1
i VE 3
p_ X Y 2
Ve Va3
0 75 3

D = diag(1,1,10).
Zobrazeni T je dano
T=P, +PF,+10P,,,

kde v, = %(—2, 1,0), vo = %5(2,4, 5), vy = 3(—1,-2,2).

7
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Nechf A je pozitivné definitni matice. Ukazte, Zze A je regularni. Ukazte,
7e existuje pozitivné definitni matice B tak, ze A = B2.

Naleznéte ortonormalni bézi slozenou z vlastnich vektort matice

31
1 3
Reeni: {5(-1,1), 55(1,1)}
Uzitim principu maxima naleznéte maximum funkce
f(z,y) =32 + 2zy + 3y°

na jednotkové kruznici x? + y* = 1.

Reseni: Maximum 4 pro bod \%(1, 1).
Uzitim principu maxima naleznéte maximum funkce
q(z,y, 2) = 322 + 3y® + 42% + 4wy + 222 + 22

na jednotkové sfére.

Reseni: Maximum 6 v bodé \/ig(l, 1,1).
Rozhodnéte zda je kiivka o rovnici
32% + 20y +3y° =1

elipsa a urcete jeji osy a polosy.

ResSeni: osa [\%(1, 1)] s polosou 1/2; osa [\%(—1, 1)] s poloosou \/Li

Vlada planuje opravit x kilometrt silnic a zlepsit y hektart lesa. Re-
strikce rozpoc¢tu ma tvar nerovnosti

922 + 4% < 36.
Stanovte x a y tak, aby byla za dané podminky maximalni funkce uzi-

tecnosti u(x,y) = xy (utility function).

ResSeni: z = v/2; y = \%



