MKI 1-2011

Je dana Mobiova transformace

fe) =2 acc\ (-1

Z—«

1. Stanovte inverzni zobrazen{ g(z) k zobrazeni f(z).

2. Stanovte parametr « tak, aby existovala kruznice K se stfedem 1, kterou transformace
f(2) zobrazi na kruznici C' = {z € C| |z| = 2}. Ur¢ete polomér kruZnice K.

2

1. Formulujte a dokaZte Newtonovu-Leibnitzovu formuli pro kiivkovy integral.
2. Necht f(z) je komplexni funkce v oblasti G. Stanovte logické vztahy mezi ndsledujicimi
vyroky
(A) Kiivkovy integrél funkce f(z) nezdvisi v oblasti G na cest&.
(B) f(z) mdv G primitivni funkci.
(C) f(2) je holomorfni v G.

3

Je déna funkce
e%

F(p) = ————.
(®) p(l —e*r)
Necht f(t) je Laplacetv vzor funkce F(p). Stanovte predpisem funkci f(¢) na intervalech
<0,4>a < 10,14 >.

4

Reste diferenéni rovnici
Yn+2 + Z Qkynfk = Qn,
k=0
kde yo = y1 = 0a (an) € Zo je obecnd posloupnost.
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1. Bod oo je odstranitelnou singularitou funkce f(2). Odvod'te vzorec pro vypodet rezidua
resco f(2).

2. P(z) a Q(z) jsou polynomy, st P(z) < stQ(z). Vime, Ze 1 + j je kofen polynomu
Q(z), pficemz Q' (1 + j) = 2. Déle vime, Ze P(1 + j) = 1. Funkce f(t) je Laplacetiv

vzor k funkci 58 Stanovte ¢len ve funkci f(t) odpovidajici p6lu 1 + 5.

2

Je dana funkce

abod zg = 1.
Stanovte Laurenttiv rozvoj funkce f(z) v maximaln€ mozném mezikruZi se stiedem 2o tak, aby

1. rozvoj mél jen reguldrni Cast;
2. rozvoj mé¢l nenulovou hlavni ¢4st.

V obou piipadech stanovte uvedend mezikruzi.

3

Je dana funkce 1

t) = ——.
1® 2+ 2
a) Stanovte pomoci reziduové véty Fouriertiv obraz funkce f(¢).

b) Pomoci bodu a) feste diderencialni rovnici
—y"(t) + 2y (t) = h(t),

kde h(t) je obecnd integrovatelnd funkce.

4

a) Naleznéte redlnou a imagindrn{ sloZku funkce

b) Je dana funkce
u(w,y) = e’ % [wcos(2wy) + ysin(2zy)] + 22 + 5 + aa?,

kde « € C. Stanovte « tak, aby u(z, y) byla redlnou &asti celistvé funkce f(z). Stanovte

s ¥z

imaginarni ¢ast této funkce. Ndvod: Vyuzijte ¢asti a).
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Je déana funkce 1
f)=———.

cosz—1+ %

a) Urcete hlavni ¢ast Laurentova rozvoje funkce f(z) v bodé€ 0.

/ 1
z2 7
ccoszflJr?

kde C je kladné orientovana Jordanova kfivka nemajici ve svém vnitiku Zadnou jinou
singularitu funkce f(z) kromé& nuly.

b) Vypoctéte integral

2

Pomoci reziduové véty vypoctéte integral

27 dZE
] > 1 .
o k-+sinz
Je déana funkce 1 1
F(p) = —=
(p) p21+ew’a>0’

kterd je Laplaceovym obrazem funkce f ().

a) Aplikujte metodu rezidui pfimo na funkci F'(p) a vyjadiete tak f(t) jako souet polynomu
a Fourierovy fady.

b) Naleznéte funkéni piedpis pro funkci f(t) na intervalu < 0, 2a >.

4

a) Napiste definici vyroku “funkce f(z) md v bod€ zo € C k— nésobny p6l”.

b) Bod zo je pélem tietiho fadu funkei f(z) a g(z). Jakou singularitou je bod zo pro funkci
f(2)g(z). (Zdivodnéte!)

¢) Bod 2z je pélem tfetiho Fadu funkei f(z) a g(z). Jakého typu miZe byt singularita zo pro
funkci f(z) + g(2). (Uved te viechny moZnosti, zdGvodnéte !)
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(a) Nechi f(z) je holomorfn{ funkce v n&jakém okoli U(z0) bodu zo € C a v zo mé
kofen nasobnosti k. Ukazte, ze potom

f(2) = (z = 20)*9(2),
kde g(z) je holomorfni funkce v okoli U(zo) a g(z0) # 0.

(b) Necht C je jednoduchd uzaviena (tj. Jordanova) k¥ivka a P(2) je polynom, ktery je
nenulovy na C'. Pfedpokléadejte, Ze uvniti C' leZ{ pravé jeden kofen P(z) ndsobnosti
k > 1. UkaZzte, Ze potom

1 P'(2)

2mi Jo P(z) dz =k

Ndvod: PouZijte tvrzeni dokazované v bodé (a).

2. Je dana funkce )
2z —2z+1
o= ey

(a) Naleznéte Laurentovu fadu funkce f(z) v maximdlnim prstencovém okoli bodu
zo = 1 a toto okoli urcete.

(b) Klasifikujte vSechny izolované singularity v C (u pélu urete i jeho fad) funkci

1 1

9(z) = mf(z) a h(z) = G-1% + f(2).

Dile naleznéte reziduum funkci g(z) a h(z) v bodé zo = 1.

3. Pomoci Fourierovy transformace naleznéte feseni y(t) € L'(R) diferencialni rovnice
y' () + 2y(t) = e

4. Pomoci Z-transformace feSte diferencni rovnici

Ynt+1 + Z kYyn—r =mn

k=0

s pocateni podminkou yo = 0.
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Pomoci komplexni analyzy vypoctéte integral

[ cos(2x) -
J_/_Oom(a:—kl)d'

Nacrtnéte kiivku pres kterou integrujete.

2

Jsou dény funkce

f&) =1(t+1)-1(t—-1)
g(t) =1(t) —1(t - 1).
a) Stanovte konvoluci
h(t) = f(t) = g(t)
a nakreslete jeji graf.
b) Urcete Fourierovu transformaci H (p) funkce h(t).

¢) Pomoci Fourierovy transformace stanovte Fourierovu fadu funkce

u(t) = h(t), te< —1,2> .

a) Formulujte vétu o Taylorové rozvoji pro holomorfni funkce.
b) Odvodte integralni vyjadieni koeficientii Taylorova rozvoje.
¢) Nechi f(z) je funkce holomorfni v kruhu K = {2 |2| < 1}. Vime, Ze

max.ex |f(z)| = 10. Ukazte, Ze pro koeficienty a, Taylorova rozvoje funkce f(z) se
sttedem v pocatku plati nerovnost
lan| <10-2",  n=0,1,....

4

a) Staciondrni ¢asové fada (X, )ne _ o md jednorozmérnou kovarianéni funkci R(n), pro

kterou plati
1

37 )
Rozptyl procesu je 0 = 2. Stanovte spektrilni hustotu f(\).

R(n) = n=12,....

b) Spojity stacionarni proces (X )ter mé jednorozmérnou kovarianéni funkci
R(t) =3 "cos(2t), teR.

Stanovte spektralni hustotu f(\).
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a) Definujte polomér konvergence mocninné fady.

b) Udejte vztah mezi poloméry konvergence fad > anz"™, > " an2"2". (Zdivodnéte
)

¢) Uved'te ptiklad mocninné fady s polomé&rem konvergence R = 0, 1, oo.

2

a) Stanovte hlavni ¢ast Laurentova rozvoje funkce

—(z-1)? 1
e ‘lnz
f(z) = ECES
se stredem v bodé¢ 1.
b) Stanovte a klasifikujte singularity funkce

™
COS 22’

Q(Z)Zf(z)+m~

¢) Vypoctéte resi g(z).

3

Funkce f(t) md Fourierovu transformaci F'(p). Stanovte Fourierovu transformaci nasledujicich
funkci

a) g(t) =tf(2t+1)
b) h(t) = f'(t)sint.

4

Je dana funkce

F(z)zlnzfa, a€eC\{0}.

a) Naleznéte inverzni Z-transformaci funkce F'(z).

b) Naleznéte (ve tvaru mocninné fady) inverzni Laplaceovu transformaci funkce F'(z).
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a) Formulujte a pomoci Cauchyovy véty dokazte princip deformace kiivky. Nakreslete obrazek.

b) Definujte konformni zobrazeni a ukazte, Ze zachovava dhly.

c) Na zdklad¢ bodu b) stanovte tGhel mezi kiivkami s parametrizacemi o(t) = et ay(t) =
e*' t € R, vbodé 1.

2

Vypoctéte

> rsinzx
I = —_——— .
/,w @D+ >0

Nakreslete integrdlni kfivku.

3

Naleznéte soucet fady

& 1 n+1
>
n=1 n

v kruhu konvergence a neleznéte polomér tohoto kruhu.

4

Je dana funkce 5
1—e P+ pe?
F(p)= — "2
(p) p2(1 _ e,2p)

a) Klasifikujte vSechny izolované singularni body funkce
1—ePt
p—1

vCU{co}.

b) Naleznéte (analyticky) inverzni Laplaceovu transformaci f(t) funkce F'(p) a uréete f(100).
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a) Popiste a zdiivodnéte zplisob vypoctu urcitého integralu

> P
/ @) 4
oo Q)
pomoci reziduové véty, kde P a () jsou polynomy s redlnymi koeficienty, (2 nemd kofeny
na redlné ose a stupenl @ je alespori o dva vétsi nez stupenn P. Postup zdivodnéte.

b) Vypoctéte integral

e 1
/7 mdm,a>0.

2

Je déana funkce

u(z,y) = 2arctg(§) -2z —y.
Stanovte funkei v(z, y) tak, aby funkce
f(z) =u(@,y) +jo(z,y)

byla holomorfni.

3

Stanovte Laurentiv rozvoj funkce

f(z):ﬁ—i—zg—z?ae@,

v maximalné moZném okoli nekonecna. Stanovte parametr tohoto okoli!

4

Reste diferencialni rovnici

kde g(t) ma Laplacedv rozvoj



