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Je dána Möbiova transformace

f(z) =
z + 1

z − α
, α ∈ C \ {−1} .

1. Stanovte inverznı́ zobrazenı́ g(z) k zobrazenı́ f(z).

2. Stanovte parametr α tak, aby existovala kružnice K se středem 1, kterou transformace
f(z) zobrazı́ na kružnici C = {z ∈ C | |z| = 2}. Určete poloměr kružnice K.

2

1. Formulujte a dokažte Newtonovu-Leibnitzovu formuli pro křivkový integrál.

2. Necht’ f(z) je komplexnı́ funkce v oblasti G. Stanovte logické vztahy mezi následujı́cı́mi
výroky

(A) Křivkový integrál funkce f(z) nezávisı́ v oblasti G na cestě.

(B) f(z) má v G primitivnı́ funkci.

(C) f(z) je holomorfnı́ v G.

3
Je dána funkce

F (p) =
e−2p

p(1− e−4p)
.

Necht’ f(t) je Laplaceův vzor funkce F (p). Stanovte předpisem funkci f(t) na intervalech
< 0, 4 > a < 10, 14 >.

4
Řešte diferenčnı́ rovnici

yn+2 +

nX
k=0

2kyn−k = an ,

kde y0 = y1 = 0 a (an) ∈ Z0 je obecná posloupnost.
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1. Bod ∞ je odstranitelnou singularitou funkce f(z). Odvod’te vzorec pro výpočet rezidua
res∞f(z).

2. P (z) a Q(z) jsou polynomy, st P (z) < stQ(z). Vı́me, že 1 + j je kořen polynomu
Q(z), přičemž Q′(1 + j) = 2. Dále vı́me, že P (1 + j) = 1. Funkce f(t) je Laplaceův
vzor k funkci P (z)

Q(z)
. Stanovte člen ve funkci f(t) odpovı́dajı́cı́ pólu 1 + j.

2
Je dána funkce

f(z) =
1

z2 + 1

a bod z0 = 1.
Stanovte Laurentův rozvoj funkce f(z) v maximálně možném mezikružı́ se středem z0 tak, aby

1. rozvoj měl jen regulárnı́ část;

2. rozvoj měl nenulovou hlavnı́ část.

V obou přı́padech stanovte uvedená mezikružı́.

3
Je dána funkce

f(t) =
1

2 + t2
.

a) Stanovte pomocı́ reziduové věty Fourierův obraz funkce f(t).

b) Pomocı́ bodu a) řešte diderenciálnı́ rovnici

−y′′(t) + 2 y′(t) = h(t) ,

kde h(t) je obecná integrovatelná funkce.

4

a) Nalezněte reálnou a imaginárnı́ složku funkce

g(z) = z e−z2
.

b) Je dána funkce

u(x, y) = ey2−x2
[x cos(2xy) + y sin(2xy)] + 2x+ 5 + αx2 ,

kde α ∈ C. Stanovte α tak, aby u(x, y) byla reálnou částı́ celistvé funkce f(z). Stanovte
imaginárnı́ část této funkce. Návod: Využijte části a).
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Je dána funkce
f(z) =

1

cos z − 1 + z2

2

.

a) Určete hlavnı́ část Laurentova rozvoje funkce f(z) v bodě 0.

b) Vypočtěte integrál Z
C

1

cos z − 1 + z2

2

,

kde C je kladně orientovaná Jordanova křivka nemajı́cı́ ve svém vnitřku žádnou jinou
singularitu funkce f(z) kromě nuly.

2
Pomocı́ reziduové věty vypočtěte integrálZ 2π

0

dx

k + sinx
, k > 1 .

3
Je dána funkce

F (p) =
1

p2

1

1 + eap
, a > 0 ,

která je Laplaceovým obrazem funkce f(t).

a) Aplikujte metodu reziduı́ přı́mo na funkciF (p) a vyjádřete tak f(t) jako součet polynomu
a Fourierovy řady.

b) Nalezněte funkčnı́ předpis pro funkci f(t) na intervalu < 0, 2a >.

4

a) Napište definici výroku ”funkce f(z) má v bodě z0 ∈ C k− násobný pól”.

b) Bod z0 je pólem třetı́ho řádu funkcı́ f(z) a g(z). Jakou singularitou je bod z0 pro funkci
f(z)g(z). (Zdůvodněte!)

c) Bod z0 je pólem třetı́ho řádu funkcı́ f(z) a g(z). Jakého typu může být singularita z0 pro
funkci f(z) + g(z). (Uved’te všechny možnosti, zdůvodněte !)
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1.

(a) Necht’ f(z) je holomorfnı́ funkce v nějakém okolı́ U(z0) bodu z0 ∈ C a v z0 má
kořen násobnosti k. Ukažte, že potom

f(z) = (z − z0)
kg(z),

kde g(z) je holomorfnı́ funkce v okolı́ U(z0) a g(z0) 6= 0.

(b) Necht’ C je jednoduchá uzavřená (tj. Jordanova) křivka a P (z) je polynom, který je
nenulový naC. Předpokládejte, že uvnitřC ležı́ právě jeden kořen P (z) násobnosti
k ≥ 1. Ukažte, že potom

1

2πi

Z
C

P ′(z)

P (z)
dz = k.

Návod: Použijte tvrzenı́ dokazované v bodě (a).

2. Je dána funkce

f(z) =
2z2 − 2z + 1

z2(z − 1)
.

(a) Nalezněte Laurentovu řadu funkce f(z) v maximálnı́m prstencovém okolı́ bodu
z0 = 1 a toto okolı́ určete.

(b) Klasifikujte všechny izolované singularity v C (u pólu určete i jeho řád) funkcı́

g(z) =
1

(z − 1)25
f(z) a h(z) =

1

(z − 1)30
+ f(z).

Dále nalezněte reziduum funkcı́ g(z) a h(z) v bodě z0 = 1.

3. Pomocı́ Fourierovy transformace nalezněte řešenı́ y(t) ∈ L1(R) diferenciálnı́ rovnice

y′(t) + 2y(t) = e−|t|.

4. Pomocı́ Z-transformace řešte diferenčnı́ rovnici

yn+1 +

nX
k=0

kyn−k = n

s počátečnı́ podmı́nkou y0 = 0.
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Pomocı́ komplexnı́ analýzy vypočtěte integrál

J =

Z ∞

−∞

cos(2x)

x(x+ 1)
dx .

Načrtněte křivku přes kterou integrujete.

2
Jsou dány funkce

f(t) = 1(t+ 1)− 1(t− 1)

g(t) = 1(t)− 1(t− 1) .

a) Stanovte konvoluci
h(t) = f(t) ∗ g(t)

a nakreslete jejı́ graf.
b) Určete Fourierovu transformaci H(p) funkce h(t).
c) Pomocı́ Fourierovy transformace stanovte Fourierovu řadu funkce

u(t) = h(t) , t ∈< −1, 2 > .

3

a) Formulujte větu o Taylorově rozvoji pro holomorfnı́ funkce.
b) Odvod’te integrálnı́ vyjádřenı́ koeficientů Taylorova rozvoje.
c) Necht’ f(z) je funkce holomorfnı́ v kruhu K = {z | |z| ≤ 1}. Vı́me, že

maxz∈K |f(z)| = 10. Ukažte, že pro koeficienty an Taylorova rozvoje funkce f(z) se
středem v počátku platı́ nerovnost

|an| ≤ 10 · 2n , n = 0, 1, . . . .

4

a) Stacionárnı́ časová řada (Xn)∞n=−∞ má jednorozměrnou kovariančnı́ funkci R(n), pro
kterou platı́

R(n) =
1

3n
, n = 1, 2, . . . .

Rozptyl procesu je σ2 = 2. Stanovte spektrálnı́ hustotu f(λ).
b) Spojitý stacionárnı́ proces (Xt)t∈R má jednorozměrnou kovariančnı́ funkci

R(t) = 3−|t| cos(2t) , t ∈ R .

Stanovte spektrálnı́ hustotu f(λ).
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a) Definujte poloměr konvergence mocninné řady.

b) Udejte vztah mezi poloměry konvergence řad
P∞

n=0 anz
n,

P∞
n=0 an2nzn. (Zdůvodněte

!)

c) Uved’te přı́klad mocninné řady s poloměrem konvergence R = 0, 1,∞.

2

a) Stanovte hlavnı́ část Laurentova rozvoje funkce

f(z) =
e−(z−1)2 · ln z

(z − 1)3

se středem v bodě 1.

b) Stanovte a klasifikujte singularity funkce

g(z) = f(z) +
cos π

2
z

(z − 1)2
.

c) Vypočtěte res1 g(z).

3
Funkce f(t) má Fourierovu transformaci F (p). Stanovte Fourierovu transformaci následujı́cı́ch
funkcı́

a) g(t) = tf(2t+ 1)

b) h(t) = f ′(t) sin t.

4
Je dána funkce

F (z) = ln
z

z − a
, a ∈ C \ {0} .

a) Nalezněte inverznı́ Z-transformaci funkce F (z).

b) Nalezněte (ve tvaru mocninné řady) inverznı́ Laplaceovu transformaci funkce F (z).
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a) Formulujte a pomocı́ Cauchyovy věty dokažte princip deformace křivky. Nakreslete obrázek.

b) Definujte konformnı́ zobrazenı́ a ukažte, že zachovává úhly.

c) Na základě bodu b) stanovte úhel mezi křivkami s parametrizacemi ϕ(t) = et a ψ(t) =
e2jt, t ∈ R, v bodě 1.

2
Vypočtěte

I =

Z ∞

−∞

x sinx

(x2 − 1)(x2 + a2)
dx , a > 0 .

Nakreslete integrálnı́ křivku.

3
Nalezněte součet řady

∞X
n=1

(−1)n+1

2n n
zn

v kruhu konvergence a nelezněte poloměr tohoto kruhu.

4
Je dána funkce

F (p) =
1− e−2p + pe−p

p2(1− e−2p)
.

a) Klasifikujte všechny izolované singulárnı́ body funkce

G(p) = F (p) +
1− ep−1

p− 1

v C ∪ {∞}.

b) Nalezněte (analyticky) inverznı́ Laplaceovu transformaci f(t) funkceF (p) a určete f(100).
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1

a) Popište a zdůvodněte způsob výpočtu určitého integráluZ ∞

−∞

P (x)

Q(x)
dx ,

pomocı́ reziduové věty, kde P aQ jsou polynomy s reálnými koeficienty,Q nemá kořeny
na reálné ose a stupeň Q je alespoň o dva většı́ než stupeň P . Postup zdůvodněte.

b) Vypočtěte integrál Z ∞

−∞

1

(a2 + x2)2
dx , a > 0 .

2
Je dána funkce

u(x, y) = 2 arctg(
x

y
)− 2x− y .

Stanovte funkci v(x, y) tak, aby funkce

f(z) = u(x, y) + j v(x, y)

byla holomorfnı́.

3
Stanovte Laurentův rozvoj funkce

f(z) =
1

(z − a)2
+ z3 − z , a ∈ C ,

v maximálně možném okolı́ nekonečna. Stanovte parametr tohoto okolı́!

4
Řešte diferenciálnı́ rovnici

y′(t) + y(t) = g(t) , y(0) = 0 ,

kde g(t) má Laplaceův rozvoj

G(p) =
1

(p+ 2)(1− e−p)
.
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