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1 Funkce komplexni proménné
(opakovani)

C ... komplexni rovina

Z2=x+Jy
j'=-1

zakladni komplexni funkce:

oo
z Zn
=D
n!
n=0
el? — eI
sing = —
2J
el + eI*
cosz = —
2

Logz = Inlz|+j(argz+2km), 240,k € Z.
arg z € (—m,m > .

viceznacna funkce

Necht G C C je otevfena mnozina. Funkce f je holomorfni
na G existuje-li f'(z) ve vSech bodech z € G.




C C C ... kfivka s parametrizaci
o(t) < a,b>—C.

Jordanova krivka je neprotinajici se uzavrena krivka C.

Rozdéluje komplexni rovinu na vnitfni oblast Int C' a vnéjsi
oblast Ext C'.

Otevifend mnozina G C C se nazyva oblast, jestlize
kazdé dva body v G mizeme spojit krivkou lezici v G.

Oblast G C C se nazyva jednoduse souvisla, jestlize
Int C' C G pro kazdou Jordanovu krivku C' lezici v G.

Krivkovy integral

Pro funkci f definovanou na krivce C' definujeme kriv-
kovy integral

IRE M—/f

(zavisi pouze na orientaci kfivky)



Necht f je holomorfni funkce na jednoduse souvislé oblasti
G C C a C' je Jordanova krivka lezici v G. Pak

e
(Cauchyova véta)
W) S =g [

27y Jo 2z — 20
pro kazdé z, ve vnitfni oblasti krivky C'.
(Cauchytdv vzorec)

Laurentova rada

a_9 a_q

7

2
- =) _|_Z—ZO+gO+a1(Z_ZO)_t,aQ(Z_ZO) -
N ~ - regularni ¢ast
hlavni ¢ast
o
Z an(z — zo)"

n=—oo

se stfedem v bodé 2, € C;

a2t ta 1z+a0+ +—+---

hIavnl cast o
regularnlcast

se stredem v bodé oo.



Laurentovy rady konverguji v mezikruzi.
P(zp,m,R)={2€ C|r < |z— 2| < R},
0<r<R<x.

Rozvoj holomorfni funkce v Lauren-
tovu radu
Necht f je holomorfni funkce v mezikruzi P(zy,r, R). Pak

0

f(z) = Z an(z — 20)",
kde
_ 1 f(z) _
an—27rj/0< dz n=0,%1,...,

y — Zo)n+1

kde C' je libovolna kladné orientovana Jordanova krivka
leZici v daném mezikruzi a obsahujici bod zj ve své vnitrni
oblasti.

Izolovany singularni bod funkce f(2) je bod
2o, pro ktery plati

(i) Funkce f neni definovana v bodé 2.

(ii) Existuje prstencové okoli bodu zy, ve kterém je funkce
f holomorfni.




Klasifikace izolovanych singularnich bodii:

(i) Odstranitelna singularita

(existuje vlastni limita v bodé€ 2, Laurentova fada ma
pouze regularni ast)

(i) Pl
(lim,_.,, f(2) = oo, Laurentova rfada ma konecnou
hlavni ¢ast)
Rad pdlu je nejvétsi prirozené &islo k takové Ze
a_j # 0 v Laurentové rozvoji funkce f se stfedem v
bodé zj.

(iii) Podstatnd singularita

(neexistuje limita v daném bodé).



reziduum funkce

Je-li zp singularni bod funkce f, pak reziduum res,, f
funkce f v bodé z; je definovano vztahem

I'eS, f = a1,

kde a_; je koeficient v Laurentoveé rozvoji funkce f v bodé
20
Je-li singularita oo, definujeme

tes,, f = —ar,

kde a; je koeficient v Laurentové rozvoji funkce f v bodé
00.




Nekteré vzorce pro vypocet rezidua:

® 2 je pol fadu k:

1
res,, / = lim

A k=) [(z — z)" f(Z)] o |

e f, g jsou holomorfni, zj je jednoduchy koren funkce g(z):
f(z) _ f(20)

9(z)  ¢'(=0)

e f je holomorfni, g ma jednoduchy pdl v zy:

res,, f(2)g(z) = f(z0) res,, g(z) .

res;,



Reziduova véta

Predpokladejme, ze funkce f ma derivaci ve vsech bodech
jednoduse souvislé oblasti G C C kromé bodl z1, ..., 2.
Je-li C' kladné orientovana Jordanova krivka lezici v G a
obsahujici body z1, ..., z; ve své vnitrni oblasti, pak

/Cf(z) dz = 2mj(res., f(z)+ - +res; f(2)).

aplikace: vypocet neurcitych integrald, teorie rovinného
vektorového pole
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2 Fourierovy rady
(opakovani a doplnéni)

zpracovani periodické funkce, spektralni rozklad

predpoklady
(i) f(t) <a,a+T >— C,

nebo f je periodicka funkce s periodou 7.

(ii) f je integrovatelna tj.

a+T
/ F()|dt < oo.

Fourierova rada v komplexnim tvaru funkce f
je rada

o0

E ( Cnejnwt:

n=—oo

ot cge Y p e eI oy e e 4

1 a+T -
= — TL:_ t Jnw dt
W= T/a ft)e
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Fourierovy koeficienty funkce f, c¢,, (n € Z) "pomé-

fuji’ f(t) s periodickym pohybem e/!  tj. ndsobnymi
harmonickymi kmitoCty a to pomoci skalarniho soucinu.

skalarni soucin pro funkce:

(f,9) = /a+ f(t)g(t)dt.

V tomto znaceni:

1

= (f{8), ™).
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Schwarzova nerovnost:
Je-li faa+T f(t)|*dt < oo a fa+ (t)|? dt < oo, pak

/aM \/ / e \/ /

Pritom v predchozi nerovnosti nastava rovnost pravé tehdy
kdyZ jsou f a g linedrné zavislé (tj. jedna funkce je kom-
plexnim nasobkem druhé).

Pfi znaleni ||f|| = \/faa+T|f(t)\2dt (norma f) ma-

zeme Schwarzovu nerovnost psat

(Ll < 1INl

Pro ¢, to znamena

el < IF1- I ””‘”tH—HfHT.

13
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Schwarzova nerovnost aplikovana na ¢, implikuje ekvi-
valenci nasledujicich tvrzeni:

(i) f m& maximélni korelaci s F.¢/"!

(i) f(t) = ce’™" kde c € C
(iii) Fourierova fada funkce f ma pouze jeden &len ¢, /™!

(f je Cista frekvence)

Diikaz Schwarzovy nerovnosti:

1)
/%fwﬁwtsf”uwMMMﬁ

Staci tedy uvazovat pouze realné nezaporné funkce.

2) dokazovana rovnost je ekvivalentni rovnosti

(o7 1)

Staci tedy uvazovat pouze nezaporné funkce s

a+T a+T
/ LWWﬁ=/ gt dt =1.

3) Pro takovéto funkce:

<1.

[ swga < [ 5w+ orya =1
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Princip: Spojité funkce integrovatelné s kvadratem se
stejnymi Fourierovymi koeficienty jsou stejné. Fourierovy
koeficienty koduji funkce, charakterizuji je ve frekvencni
oblasti.

Dikaz tohoto faktu je obtiznéjsi.

Kdy je f realna funkce ?

f je realna funkce praveé tehdy kdyz c_,, = ¢, pro vsechna
n € C.

Dikaz: 1) f(t) je redlné:
a+T _ a+T
Te, = / ft)e ™ dt = / f(t) cosnwt dt
’ a+T ’
—j / f(t) sin nwt dt
a+% . a+T
Tc_, = / ft)e™" dt :/ f(t) cos nwt dt

a+T
+J / f(t) sin nwt dt

15



atedy c_, =¢,.

2) Predpokladejme, ze ¢_,, = ¢, a ukazme, ze f = f.

Spoditame koeficienty pro f:

a+?l a+T
I/T/ f(t)e /™t dt = 1/T/ f(t)enwtdt =
=C_, =Cp.

Tedy f a f maji stejné koeficienty a miizeme pouZit Prin-
cip.

Je-li f redlna funkce mizeme sloucit dva komplexné
sdruzené Cleny dohromady a dostat tak Cisté realnou radu:

n>1

ch ejnwt +c ., e—jnwt _
cp(cosnwt + jsinnwt) + c_, (cosnwt — jsinnwt) =
= (¢, + cp) cosnwt + (5 ¢, — je_y) sinnwt =

= 2Rec, cosnwt — 2Im ¢, sin nwt .
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Oznaéme

2 a+T
a, = 2Recn:T/ f(t) cosnwt dt

2 a+T
b, = —2Img¢, = T/ f(t) sin nwt dt

kosinové-sinovy tvar:

ao

oo
5 + Z a,, cos nwt + by, sin nwt ,

n=1

Amplituda:

A, =+/a2 +b2.

Transformacni vztahy mezi koeficienty:
n>1

a

S

a, = 2 Rec, C, =

b, = —2Ime,. C_p =

SIEA

17
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Dilezité je, ze Fourierovy koeficienty umozni zrekon-
struovat funkci (jsou vlastné souradnicemi viici nekonecné
bazi).

V' nékterych pripadech je funkce pfimo rovna souctu své
Fourierovy rady.

Je-li redlna funkce f(t) s periodou T po Castech spojitd a
ma po Castech spojitou derivaci, pak

f+) + f(t-)
2

o
ap :
=3 + Zancosnwt + b, sinnwt ,

n=1

pro vSechna t € R.

18




Souvislost Laurentovy a Fourierovy rady:

Necht f(t) , t € R, je goniometricka funkce
f(t) = R(cost,sint),

kde R: R?> — R je racionalni funkce ve dvou promén-
nych, tedy podil dvou polynomi ve dvou proménnych,
ktery je definovan pro kazdou dvojici (cost,sint), t € R.

K aplikaci Laurentovych rad pro vypocet Fourierovy rady
vede formalni podobnost Laurentovy rady s komplexnim
tvarem Fourierovy rady. Pokusime se vyuzit Eulerovu identitu
e/l = cost + jsint,t € R, ze které plyne, ze pro z = ¢!
plati

coszfzz—i_%:%—'_1
22

, =1 221

sint = ——= = ——.
2] 29z

Definujeme-li tedy komplexni funkci

f(z):R<Z2+1 z2'—1)7

2z 1 24z

dostavame racionalni funkci komplexni proménné, pro kte-
rou plati

f(e') = R(cost,sint), t € R.
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Jinymi slovy, f nabyvé v odpovidajicich bodech na jed-
notkové kruznici C' hodnotu f(t). Funkce f je holomorfni
v jistém mezikruzi obsahujicim C. Rozvinme v tomto me-

zikruzi funkci f v Laurentovu radu se stfedem v pocatku:

o
f(z) = Z Cpz"
n=—00
Dosazenim z = e/! mame
(0.@]
R(cost,sint) = Z c,el™, t € R.
n=—00

Vidime tedy, ¥e koeficienty Laurentova rozvoje funkce f
jsou soucasné koeficienty komplexni Fourierovy rady funkce
f. Tato metoda umoznuje casto pohodInéjsi vypocet nez
je vypocet koeficientli ¢,, pomoci integralniho vzorce.

20



Uloha: Pomoci Laurentovy fady naleznéte Fourierovu

fadu funkce |

f() = 2 4 cost

Reseni: Funkce f(t) vyhovuje predpokladiim predeslé
ulohy. Spocitame si nejdrive
~ 1 2z
z) = = :
/) 24 24l 2244z 41

Funkce f(z) je raciondlni funkce s nulovymi body jmeno-
vatele zy = —2 + V3, 29 = —2 — V3.

Budeme hledat Laurentiiv rozvoj funkce f v mezikruZi ob-
sahujici jednotkovy kruh, tedy v oblasti dané nerovnicemi

21| =2 - V3 < |2z| < || =2+ V3.

Rozklad na castecné zlomky ma tvar

~ A B
f(z) = + :
Z — 21 Z — 29

_ —2+V3 2+ /3
=== v

kde

A

21



Laurentovy rozvoje parcialnich zlomki jsou

A A
= — = A
zZ — 21 _?1 Zzn—i-l’
2| > [
B 1 1 1"
Z— 29 ZQZ—ZZ— N 29 _Ozg_
o Zn
- _Bzzn+1’
n=0 2
2] < |2
Plati tedy
N (0. @] Z{L o0 Zn (0. @]
J— _ n
=AY Zh B Zh= 3 o
n=0 n=0 "2 n=—o0
21| < ]z] < |,
kde
B 1
cho=——=—,
0 % V3
apron > 1
‘B 2+43 1 1 1
c, = — = : =




_ n—l__2+\/7 1 o n
Cp,=A"T" = 7 (—2+v/3)" ! \/3( 2+4/3)".

V tomto konkrétnim pripadé jsou ¢, realné a ¢, = c_,,.

Vratime se nyni k funkci f(2).

fit)=fle") = D> cue =
n=-—00
= ¢p + Z cn(e™ 4 eI
n=1
o0
Co + Zancosnt
n=1

Po dosazeni numerickych hodnot

1 2
f(t—\/g 3; (—2 4 V/3)" cos nt.
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3 Fourierova transformace

motivace: spektralni rozklad obecné neperiodické funkce,
nediskrétni skala frekvenci, koreluje funkci s harmonickymi
funkcemi g(t) = /!, w € R.

3.1. Definice. Necht f(¢) je komplexni funkce defino-
vana na R. Funkce

ﬂm=/mfwemﬁ.

se nazyva Fourierova transformace funkce f.

Funkce
fo) =5z [ soerar

se nazyva inverzni Fourierova transformace funkce f.

(Za defini¢ni obor se povazuje mnozina vsech p, pro
které existuji prislusné integraly.)

Konvence:
00 R

/ f(t)dt: 1im/ f(t)dt.
—00 R—oo J_p

24



Poznamka:
f(p) =27 f(—p)
Znaceni a terminologie: F': f — f, F71: f — f

A

Fourierova transformace a inverzni Fourierova transfor-
mace.

Ff, f(t)= f(p), F{f®)} = f(p).

Postacujici podminka pro existenci Fourierovy transfor-
mace:

/Oolf(t)\dt<oo.

0

Pak totiz:

[ rweae= [ iriar< o

(0.9] —0o0

Znaceni:

LMR)={f:R—C| /OO f(t)| dt < oo}

Je-li f € LY(R), pak f a f jsou vidy definovany na celém
R.

25



3.2. Priklad. Obraz branové funkce

a >0

/ fat) e P dt = / Pt

[ ]ptr © W —eTI® sinap
T P
3.3. Priklad.
. 1sin(—ap)
f( >_ fa( )_ T —p T
1 sinap

T p

26



3.4. Priklad. Obraz gaussovské funkce

f(t):e_“tQ, a>0.

Vychazi z Laplaceova integralu:

/ e_thtzﬁ.

0

Po substituci

/ e~ gt = ﬁ :
. Va

A o0 . 00 , 2
fp) = / e =Ivt gy — / e~ aHE G gt

Substituce:
Jp
u=1t+=—.
2a

jp
_r T —au? IV —au?
=e L e ™M du=e¢e T e " du =
Jp
—OO—F% —00

27



Nezavislost na integracni cesté je delikatni zalezitost:

p >0
CRZ
kladné orientovany obdélnik s vrcholy
. D Y
—R,0),(R,0),(R,j—),(—R, 7 —
(~R,0), (R,0), (R, j2), (- R, i)

Podle Cauchyovy véty:

/6_“Z2dz:(). (1)
C

C5 ... prava vertikalni Gsecka, ma parametrizaci:

. p
t) = R t te< 0, — > .
o(t) + 7 T

CLZ2

Odhadneme velikost funkce e=%" na této Usecce.

— )2 o R2_ ; 2 _aR2 42
‘6 a(R+tj) ’ _ ‘6 a R*—2aRjt+at | —e aR ol
< e—aR2€a(2%)2 )
Odtud
—a 22 P _uR? a(£)?
€ dz| < —e €M) — () pro R — 00.
Oy 2a

28



a obdobné

/e_“22d2—>0 pro R — 00.
Cy

Rozepsanim (1) na dsecky mame

/ 6_“2 dz —i—/ e_“z2 dz+
Cq Cy
—I—/ 6_“2 dz —i—/ 6—@22 dz = 0.
Cs Cy

Limitnim prechodem R — oo dostaneme

00 ) 0o+ j )
/ e dz —/ e dz=0.
—00 —oo—i—%j

29



Dosud byl obraz i vzor realnd funkce. Toto

pouze v symetrickych pripadech.

3.5. Priklad. Vybijeni kondenzatoru:
a >0

e t>0
t) = B
f) {O jinak

f(p) = / e eIl = / e~ (tipt gy —
0 0

B et 5t
o+ Jp

30

nastava

1

0 _oz+jp'



Aplikace reziduové véty (viz skripta)

Predpoklady: P a () jsou polynomy, st() > stP a ()
nema realné koreny

Pak
TP it gy — o r <P(Z) J’Z)
[ g = {Z%}O) o)
Im 2>0

Pri vypoctu Fourierovy transformace racionalni funkce
P(t)

o0 potrebujeme integral

[ _age™e

Ten se da substituci prevést na integral vyse:
Substituce pro p # 0:

u = —pt, du = —pdt.
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Pak

*P(t) _., B *© P(—=}) . du
/_00@6 o= /_oo Q5" Ipl

Oznadime-li

- giﬁfz —Jjpt — 2122 r Jz
/OO o) e P dt m Z es, R(z)e’”.

{21 Q(—2/p)=0.
Im 2>0}
v, 1
3.6. Priklad. f(t) = ERR
p#0
1 2
R(z) = —; = 2p 5 -
optl &P
) = T e, P 2P € Y
| 22+ p? ol 2jlp|

Pro p = 0 dopocitame ze spojitosti obrazu, nebo z de-
finice:

< 1
/_OO e dt = larctgt|*, = 7.
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Zasadni je véta o inverzni Fourierové transformaci:

3.7. Véta.
Véta o inverzni Fourierové transformaci
Necht f € L'(R).

(i) Je-li f spojitda na R a fe LY(R) pak

0 =5 [ fwerds

pro vsechnat € R.
(ii) Je-li f a f' po Castech spojita funkce na R pak

f(t+) ‘; f(t—) _ 217T /OO f(p) eIt dp

pro vsechnat € R.
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Vyznam:

1 [ . :
= —/ f(w) e dw
2T J_ oo

W < wgp < -+ < Wy
aproximujici soucty tohoto integralu:

p_n

n—

1
21

1

f(w’i)(wi—i—l — wz-) eJwit

1

jsou kombinaci harmonickych funkci w;(t) = e/,

\f(w)| udava amplitudu.

3.8. Dusledek. Dvé spojité funkce z L'(R) jsou stejné,
maji-li stejnou Fourierovu transformaci.

Dikaz: f,g € L'(R )spoytef . Proh=f—g
mame

h=0,
atedy h =0

34



3.9. Priklad.

1 ] :
glt) = _/ o 2D it gy,
27 ) o D

Podle Prikladu 3.2 mame

(1 edite (—1,1)
g(t) = < 1/2 jelit=1,-1
0 jinak

\

— 9 sin p

Jinymi slovy inverzni obraz funkce h(p) je

funkce g(t).

35



3.10. Tvrzeni.
Zakladni gramatika Fourierovy transformace

() F{f(t —a)} =" f(p)

(posun ve vzoru)

(i) F{f(at)} = 27(2),a £0
(zména méritka, scaling)

(i) F{f(=1)} = f(p)
(pravidlo konjugace)
(iv) F{e/'f()} = f(p — a)

(posun obrazu, modulace vzoru)

Dikaz:
(i) F{f(t —a)} = e~ f(p) :
Ff-a}o) = [ fa-aerar
Substituce
u=1t—a

— / f(u)e_jp(“+“) du = ejp“/ f(u)e_jpu du =

0

= e~ f(p).
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(i1)
F{f(at)}( / flat) e P dt =

substituce u = at, du=adt
1 /OO o
- [ rweran= b,
lal J_o Id
(i)
F{FD / Ft) e 7 dt =

substituce u = —t

—/Oomejp“du—/oo f(u) e~ duy =

- /Z f(u) e=ire du = f(p).

37



3.12. Priklad.

sinte = —¢ =

38



3.13. Priklad. Predpokladejme, ze plati véta o inverzni
Fourierové transformaci. Jaké realné funkce maji redlny
Fourier(v obraz 7

Reseni: f(p) = f(p) a tedy f(—t) = f(t). Jsou to

pouze sudé funkce.

3.14. Priklad. Naleznéte obraz funkce ¢g(t) = f(2t—3)
pomoci obrazu funkce f(%).

Reseni
ft) — flt=3) — f2t=3)
)~ i)~ e il

39



3.15. Lema. Riemannovo-Lebesgueovo lemma
Je-li f € LY(R), pak f je spojita funkce a

lim f(p)=0.

p—=to00

3.16. Véta. Obraz derivace
Necht f(t) je spojité diferencovatelnd funkce a
f, f' € LY(R). Pak

F{f'()}(p) = jp f(p).

Dukaz:

fre LNR) = [)7 f/(t)dt = limy_.o f(t) — £(0).
Tedy existuje limita lim; 1 f(¢). Tato limita musi byt
nula nebot f € L}(R).

40




Nyni pouzijeme metodu per-partes:
/ f'(t)e Pt dt
—0oQ0

t) e Irt - : > e Pt Jt =
[f()6 Looﬂp/ f(t)e

o

A

=jipf(p).

3.17. Priklad. f(t) = e " ,a > 0. Pak
2
f'(t) = _2qte ot = Jp \/ge% :
a

Dusledek:
fof ..., f(k) spojité funkce z Ll(]R) —

R = (ip) fp)

a dle Riemannova-Lebesgueova lemmatu
Jim p'fp) = 0.
pl—00

e Aplikace pro reseni diferencialnich rovnic

41



3.18. Véta. Derivace obrazu
Necht f(t) € LY(R) a tf(t) € L}(R). Pak

F{t f(0)Hp) =3 - 19)

Je mozno ukazat korektnost derivace za integracnim
znamenim.

3.19. Priklad. Spoctéte Fourierovu transformaci funkce

42




Konvoluce je operace na mnoziné integrovatelnych funkci.
Motivace: Co odpovida ve Fourierové transformaci soucinu
funkci?

3.20. Definice. Necht f,g € L}(R). Konvoluce funkci
f a g je funkce h = f % g dana vztahem

(F +0)t / F(s)glt - 5)d

3.21. Priklad. h = f, * f,, kde f, je branova funkce.

=/Zﬁ@ﬁ@—@%

Integrujeme 1 pres prinik interval(

< —a,a>N<t—a,t+a>.

i

0 t < —2a
t+2a te< —2a,0>
2a—t te€<0,2a>
0 t>2a

h(t) = <

\
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3.22. Véta. Obraz konvoluce
Necht f,g € LY(R). Pak pro h = f * g plati

h(p) = f(p) d(p).

Dikaz: Zalozen na zaméné poradi integrace

’r N\

[ gttt -

= 700 (/:g(t —s)e IP) dt) fs)e /P ds =

Vv
posun u=t—s

(Lowera) (fsoea)

g(p) f(
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3.23. Priklad. Trojahelnik:

(

0 t < —2a
t4+2a te< —2a,0>
2a—t te€<0,2a>
0 t>2a

ft) = 9

\

Plati f(t) = fa(t) * fu(t)

Podle véty o obrazu konvoluce:

A sin ap 2 4gin? ap
flp)=12 = —
p p

3.24. Dusledek. Za predpokladu, ze funkce f(t), g(t),
f(#)g(t), f(p), §(p) jsou v L'(R) plati

A

F)g(t) =2m(f * g)(=p).
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Souvislost Fourierovy transformace
a Fourierovy rady

Predpokladejme, ze f(t) je periodicka funkce s periodou
T > 0 takova, ze

a+T
/ (D) dt < oo

Oznaéme 1., .47~ charakteristickou funkci
intervalu < a,a+ 71 > a

fT — 1<a,a+T> ) f(t) .

Pro Fourierv koeficient, ¢,, funkce f(t) plati

1

a+T _
o = g weTta =
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3.25. Priklad. Méjme trojihelnikové impulsy dané pri-
kladem 3.23. Perioda je 4a. Pak

A sin ap > 4sin? ap
i) = (2%52) =25
p p
n # 0
2 s

W= T 2

2_7r ) 1 4sin2(ai—2n) _

L
Cp = — nl|=—
10”1\ 4q 4a (i—gn)Q

~ dasin®(5n)

w2 n?

sinQ(gn) _ {0 n sudé

1 n liché
1 4 1
— (0= — -4a* =q.
<0 4afT<) 4a ¢ ¢
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Fourierova transformace je zakladem obor(:

e teorie signalll
e harmonicka analyza
e kvantova mechanika

e waveletova analyza

parcialni diferencialni rovnice

e atd.
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4 Laplaceova transformace

1. Prima Laplaceova transformace v kom-
plexnim oboru

4.1. Definice. Predpokladejme, ze f(t) je komplexni funkce
definovana na intervalu < 0, 0c0). Laplaceova transformace
funkce f je komplexni funkce F'(p) dana vztahem

Fio)= [ty

Za defini¢ni obor Laplaceova obrazu povazujeme mnozinu
vsech komplexnich p s Rep > 0, pro kterd existuje vyse
uvedeny integral.

Konvence:
I ¢t>0
1(t) = -
0 t<0.
Casto ztotozhujeme f a 1(t)f(t).

Znaéeni: F'=Lf, f=F, L{f(t)} = F(p)

Prima Laplaceova transformace je zobrazeni f — Lf.
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4.2. Definice. Funkce f(t) definovand na kladné &asti
realné osy se nazyva funkce tridy L, (téz pfedmét stan-
dardniho typu), jestlize

(i) f je po Castech spojita,

(i) f je nejvyse exponencidlniho ristu, tj. existuji kon-
stanty a, M > 0 tak, ze

f(t)] < M e pro véechna t > 0.

e Priklady funkci tridy L£j: omezené po Castech spojité
funkce, polynomy, kvazipolynomy (souciny polynomi a ex-
ponencialnich funkci).

e Laplaceova transformace je definovana pro sirsi tridu
funkci nez transformace Fourierova.

50



e absolutni hodnota komplexni exponencialni funkce e”:

‘62’ _ ‘eRez . 6jImz’ _ ‘eRez‘ ) ‘6‘7

Imz’ _ 6Rez .

4.3. Piiklad.  f(t) = 1,

Vzhledem k tomu, ze

1+j—p)t| 1—Rep)t

|€( — ol

limita v 0o existuje (a je rovna nule) pravé kdyz Rep > 1.

Tedy

1
F(p)=——F—— Rep > 1.
() P

Zobecnéni: Pro a € C.

e’ = Rep > Rea

o1



4.4. Véta. Predpokladejme, Ze f(t) € Ly ma Laplacedv
obraz F(p). Pak plati nasledujici tvrzeni:

(i) Existuje o« > 0 tak, ze F'(p) je holomorfni v poloroviné
{peC| Rep > a}

(i) limpgep—oo F'(p) = 0.

Dikaz (ii)

[f(t)] < Me".

Vezméme p s Rep > a.

e P! dt / M e Rert qp —
a—Rep)t]t=00 M
= [M—] =——0
a—Repl,_, Rep — «

pro Rep — 0.

4.5. Dusledek. Je-li f(t) € Ly s Laplaceovym obrazem
F(p), pak existuji konstanty M, « > ( takové, Ze
M

F <
F0)] < g

pro vsechna p s Rep > a.
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Dalsi dilezité obrazy:

W
sinwt =
p2_|_w2
coswt = P
p2_|_w2
_— n!
= pn—l—l
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Pravidla o translaci:

ft) = F(p)
1(t —a) f(t —a) e PF(p),a>0

Lt —a) f(t) = e L{f(t+a)}

4.6. Priklad. Spoctéte obraz konecného impulsu

I te<a,2a>
0 jinak.

—_— — — _ - —apl_ —2ap —
ft)=1(t—a) —1(t — 2a) = e ) e ”

o4



4.7. Véta. Obraz periodické funkce
Je-li f € L periodickd funkce s periodou T’ > 0, pak
Laplaceiiv obraz funkce f je funkce

foT f(t)e P dt '

Fp) ="~ 7

Dukaz:

(n+1)T
/ flt)e ™ dt = Z/ e Pt dt =
Substituce t = nT + z, dt =
00 LT 00 T
= Z/ f(nT+ax) e PTH) gy = Ze_p”T/ flz)e P dx =
n=0 0 n=0 0

T o0 T —pT ]
_ /O f<x>e—mdm-§<e—ﬂ>n—f0 flje T4
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4.8. Priklad. Naleznéte obraz periodického prodlouzeni
funkce

f(t) =

1 te<a,2a>
0 jinak

s periodou 1" = 2a.

Reseni: T = 2a

1 1
1(t —a) — 1(t — 2a) = e 9= — e 29—
p p

1 (e — e~2ap) 1 e (1 —e %)
D l—e20  p (1 —e )1+ e)
e 1 1

1
> Tre® p Ttem

F(p) =
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V nekterych pripadech se da Laplaceova transformace
mocninné rady pocitat ¢len po Clenu.

4.9. Véta. Predpoklidejme, Ze f(t) € Ly a jsou splnény
nasledujici dvé podminky

0 S =D ant"
n=0
pro vsechnat > 0.
(ii) Rada

S0
an
pn—i—l

n=0

konverguje v jistém okoli nekonecna.

Pak pro Laplaceiiv obraz F(p) funkce f(t) plati

©.¢]

n!
F(p) - Z anpn—H )

n=0

o7




4.10. P¥iklad.  f(t)= —.

n t2n

= (-1
f(t):ZEinl)!.

n=0
Zkoumejme konvergenci rady

SO

(2n + 1)! p?nHl

Odmocninové kritérium:

Y N

= — <1,
oo\ 2n+10p|  p|

Rada tedy konverguje pro |p| > 1. Pro Laplaceiiv obraz
F(p) mame

—~ (="
F(p) = Z 2n+ 1) o pro Rep > 1.

n=0
Da se ukazat, ze
1

F(p) = arctg —.
p
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2. Inverzni Laplaceova transformace

e Nutna podminka pro existenci vzoru v L je holomorf-
nost v jisté pravé poloroviné a nulova limita funkce pro
Rep — oo. Do této kategorie spadaji racionalni funkce.

4.11. Tvrzeni. Je-li F(p) = %, kde P and () jsou

p)
polynomy, st () > st P, pak F je Laplaceovym obrazem
funkce z L.

algoritmus: rozklad na castecné zlomky

eattn—l . 1

(n—1! (p—a)
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4.12. Priklad.

2(p* — 1)
(P> +1)2

rozklad na ¢astecné zlomky:

F(p) =

A N B N C N D
p+3? (+i) -4 ®-J)
Po vypoctu

F(p) =

1 1 . .
F(p) = — + — et 4 et =2t cost.
2 p+5)3 (p—J)
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4.13. Priklad.

1
(P> +1)*
A B C D
F(p) = -+ ~— T -+ — .
) p+j (p+i)? p—Jj ®—j)
+7 je pélem druhého radu funkce F'(p).

F(p) =

A=res_; F(p) = lim [F(p) (p+j)*] =

p—=)
() -
]'m . — . . —_— —
r—=i\(p —J)? (—j—J) 4
—
C=A=-~.
4
B=lm Fp)p+j) = ——— = —
e N C Ty
D=2RB.
Vzor
1 . 1 .
f(t) = —Zt e ! 4156‘” |
+i6_ﬁ ieﬁ

= —étCOSt—l— ésint.
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Obecnéjsi nez racionalni funkce jsou funkce holomorfni
v okoli nekone¢na majici v nekonecnu nulovou limitu.

4.14. Véta. (Véta o rozkladu)

Necht' F'(p) je holomorfni funkce v okoli nekone¢na s Lau-
rentovym rozvojem

o
an

F(p) = g

n=1

Pak F'(p) je Laplaceovym obrazem funkce

fley =3 2t

(n—1)!

n=1

4.15. Priklad.

1 1
)=~
1 11 1 ~(=DF 1
R L EET SR
[ p2 I3 | pk+l
p 1lp>  2lp — k!l pkt
Tedy
m(—l)ktk
F)=> o E:JO(Q\/%)-
k=0
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Integralni formule a metoda rezidui
odvozeni integralniho vyjadreni:

Predpoklady:
f(t) € Ly, f'(t) po Eastech spojita,
f(t) =0 pro t < 0. Existuje a > 0 tak, ze

fO) < Me*, >0,

Pro x > «a je
ft)e ™" € L'(R).

Zvolme pevné p =2+ jy, kde z > o,y € R.
Pocitejme hodnotu Laplaceovy transformace v bodé p:

LF(p) = Fla+jy) = / C(Ftye eIt dr

Jinymi slovy

Flz+jy) = F{f(t)e "} y).

Miizeme pouzit vétu o inverzni Fourierové transformaci
aplikovanou na funkci

ft)e™!
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V bodech spojitosti funkce f(¢) mame:

Y :
f(t)e_”:—/ F(z+jy) e’ dy t>0.

i

f(t) ! /OO etV (z + jy) dy.

Tento integral se da interpretovat jako krivkovy integral
pres primku: Zvolme nejdrive Gsecku, Cr, s krajnimi body

r—jR, 2+ R, R>0.
Parametrizace této Gsecky je

oly)=x+jy ye< —R,R> .

Py) =
R .
/F(p)eptdpz/ Flx+jy)ee? jdy.
Cr “R
Tedy
1

I .
— F(p)eltdp = —/ F(x + jy) e ¥ dy .
219 Jop 2m J_p
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Limitou pro R — oo dostaneme

Riemannuv—Mellintiv vzorec

1

f@:%

/ F(p)edp.

T

L. ... Bromwichova linie. Pfimka dana parametri-
zaci

et)=x+jt t€(—00,00).

Téz pouzivame zapis

f(t) 1 /_OO]+£F(p)eptdp

a 27T] 00)+

Vsimnéme si, Ze na x, x > « nezalezi.
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Jak vypoditat integral ffooi;rja F(p)ettdp, a >0
?

Predpokladejme, ze uvedeny integral existuje.

Technicke predpoklady:

(i) Laplacelv obraz, F(p), se da rozsifit na funkci holo-
morfni v C vyjma spocetné mnoha izolovanych singu-
larnich bodl pq, po, . .. leZicich v poloroviné

{peC| Rep < a}

(ii) Existuje posloupnost polokruznic
K,={peC||p—a|l =R, Rep<a}

s poloméry R, — oo tak, ze

/ F(p)e!tdp — 0 pro n — oo .

n

Technické predpoklady implikuji pomoci reziduové véty,

yAS

o0j+a
/ F(p)eptdp:QWerespnF(p)ept.

ooj+a
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Metoda rezidui:

ft) = res,, F(p)e”

Pn

Da se pouzit u nékterych dulezitych funkci jako racio-
nalni funkce, a obrazy periodickych funkci. Ve vsech pri-
padech je mozno vysledek ovérit zkouskou.

Testovaci priklady:

1
4.16. Priklad. F(p)=—
p
ept : DN/ 0
f(t) :res()? :]1)1_r>r(1)(e ) =te =t.
Vv p
4.17. Priklad. F(p) = s a>0.
g t P t_
f(t) =resj, o e’ +res_jq, i ePt —
. —ai 1 1
= a—]_ej“t—i——aj,e”t — —eWl 4 Zem % = cosat .
2a) —2aj 2 2
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4.18. Poznamka. Pokud je singularita p, pdlem prv-
niho radu funkce F(p), pak

res,, F'(p) e’ = (res,, F(p))-eP".

1

4.19. Priklad. F(p) = Do -20-3)

f(t) = e'res; F(p) + e* resy F(p) + e’ resy F(p) =

t
€ o L g
= — —e*' + —e”".
2 2

4.20. Priklad. F(p) =

res; (p—12(p—2)(p—3) _zlﬂi—{%((p— 2)(p — 3)) —

= lim ter — P 5 e ) =
_})Hl((p—%(p—?)) (p—2)%*(p —3)? )

— t—e" .
4e+ 26

Ostatni singularity jsou jednoduché pdly a tedy

3 1 1
f(t) = 1 el + tiet — et Ee?’t.
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4.21. Priklad.

1
(p?+1)%

F(p) =

singularity £, poly druhého radu

Pt Pt !
res, ———— = lim , =
T (p?+1)? pﬁhp+ﬁ4
i P —e2Ap ) e et
poy (p+7)4 4 4
Podobné
el —te 1.
res_ = + —je 7.

(p2+1)2 4 4

/Zaveér:

1 1
f(t) = _§t cost + 5 sint .
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4.22. Priklad.

1
Flp)= ———
(p) o+ o)
Singularity: 0,e? = —1, tj. p, = 2n+ 1)jm, n € Z

Aplikujeme metodu rezidui:

el 11

p(l+er) 14+e 2

resg

Prop,=2n+ 1)

elt etPn 6¢(2nﬂ—1)ﬂj
0 (1+er) T ep" N C@2n+ 1)y
p n & _
1 >0 6t(2n+&)ﬂj
)= 1 - -
2~ (n+1rm
1 i cos|(2n + 1) mt] +jsin[(2n+1)wt]
2 £ @n+DW B

B Zsm 2n—|—1 t]
- — (2n +1 '
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Dostavame takto periodickou funkci s periodou
T=2=2

Na zakladé této informace jsme dokonce schopni expli-
citné stanovit danou funkci.

1 G
p(l+er) 1—e 2
Tedy
l—e® _(1—en)iter)
G(p) = p(l+e?) p(l+ePer
1 1
:_e_p__e_Qpi]_t—l —1t_2 .
. ; (t=1)=1(—=2)

Budeme se ted vénovat zobecnéni této metody.
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Metoda odstépeni polii

Motivace:

kvazipolynom: p(t) e ... p(t) je polynom, a € C.

Laplaceliv vzor

Laplaceliv obraz

soucet kvazipolynomi

STV P
racionalni funkce Z®)

Q(p)

soucet funkci "kvazipolynom-1(t — a)”

soucet funkci tvaru % e~ a > 0.

konecné impulsy dané kvazipolynomy

soucet funkci tvaru % e . a>0.

periodické funkce z kvazipolynom

soucet funkci %;;ZT, a>0T>0

soucet vSech funkci vyse

soucty soucet vsech funkci vyse
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Takovéto funkce vznikaji pri reseni systém diferencial-
nich a integro-diferencialnich rovnic, popisuji linearni dy-
namické systémy. Typicka situace:

Yp) = Flp) - X
—~—~ —— ——
L—obraz vystupu prenosova funkce L—obraz vstupu

Prenosova funkce je obvykle ryze lomena funkce, jejiz
singularity maji zapornou redlnou cast.
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To nas vede k Gloze nalézt vzor k funkci typu
Pp) e
Qp)1 —e "

Je mozno pouzit metodu rezidui pro pripad a = 0 a pak
pusun pro obecné a, singularity jsou dvojiho typu:

a>0,T>0

F(p) =

(i) Koreny polynomu Q(p).
Je-li p; koren polynomu (), pak je pélem radu [ funkce
F(p). Vypocet rezidua vede k funkci typu

1 (t)efr! kde p;_1 je polynom stupné [ — 1.

Vyplyne z konkrétnich vypoctd.
(ii) Kofeny rovnice e 77 = 1, tj. body

21T
T

Nekonecéné téchto bodl neni korenem polynomu Q). V
téchto bodech ma F'(p) jednonasobné poly. Vypoctem
rezidui pak dostaneme funkce typu

n=0,41,42, ...

2n7rjt
cpe T, c, € C.

Soucet téchto funkci je periodicka funkce s periodou
T > 0 (Dostaneme ji ve formé Fourierovy fady).
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Zavér: Vzor f(t) je tvaru

t) = h(t + t
f(t) (t) 9(t)
souCet kvazipolynomil, neustdlena slozka  periodicka funkce s periodou T
1 1
4.23. Priklad. F(p) = : :
p—2 1—e3
vzor f(t)

f(t)=Ae* +g(t).
g(t) je funkce s periodou 3.

1 1 1
resy : el = e
p—2 1—e3 1 —e 6
1
A= :
1 —ef
1 1 A G(p
o)== A O
p—2 1—e p—2

1 —e3
G(p) je obraz kone¢ného impulzu délky 3 generujici funkci
g(t).

Prondsobenim funkci
(1—e)

dostavame




g(t) = (1 — A)e* te<0,3)

Dale se periodicky opakuje.

g(t) = —0,002458 ¢*  t €< 0,3)

Napr.

£(100) = Ae®™ + ¢(100) = Ae*® 4 g(99 + 1) =
= Ae®™ + (1 — A)e*,
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4.24. Piiklad.  F(p) =

0.. dvojnasobny pol

pe” 1\
resy F'(p)e! = hm( ) —

p—0\1—eP
)= e per

p—0 (1 —eP)?

(2 krat L'Hospitalovo pravidlo)
241
o2

20+ 1

£ =22 4 g0),

kde g(t) ma periodu 1.
Fourierovo vyjadreni g(t): n # 0

. eertj
resonq; F(p)e’ = T
2nmtj >
e 1 sin 2nnt
t) = = — .
9(1) Z 2nmy 0w Z n
nez,n#0 n=1
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Explicitni vyjadreni:

1 1 1 @
N (p)

F(p) = 4
)= i—en @ o T Tmev

G(p) = ]% - Z%(l —e ) - zip(l —e P) =

i1—t+(t—1)1(t—1)—%+%1(t—1)-

1

f)=t+-+-—t=1 te<0,1).

f(t):t+1+g(t—1)=t+1+1—(t—1)=2

2 2 2
Tedy

ft)=n te<n—1,n).
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4.25. Priklad. Urcete analyticky inverzni Laplacelv ob-

raz funkce
1
F — .
) (p+1)(p+2)(1—e?)
Reseni
et 1
res_y e’ F(p) = T — Aet A= —
t o2t . .
T%AWPF@%:—l_é Be?' B=-—j
Perioda je 1.
! A B | G

p+1)(p+2)(1—e?) p+1 p+2 1l—e
Odtud

L Al—e?) B(l—e™)
G = — _
) (p+1)(p+2) p+1 p+2
_ -1l _A(-em) Bl-e)
Cpt+2 p+l pHl D2
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Prot €< 0,1) je periodicka Cast

g(t) = —e et _Ae ! —Be %t = (1-A) e_t—(l—i—B) e 2!
Zaveér:

ft)=Ae '+ Be 2 4 g(t).

Predikce: pro velké ¢ je f(t) skoro periodicka funkce.
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5 Transformace 2/

Motivace: zpracovani diskrétniho signalu, vzorkovani, umoz-
nuje pouzit analytické operace na diskrétni objekty.

Z(an)slo— F(z) = el
n=0

Otazka: Pro jaké posloupnosti (a,)>, konverguje fada

X a . V4 Vs v
> o D v jistém okoli nekonecna?

5.1. Tvrzeni. Rada

(0. 9]
an

on
n=0

konverguje v néjakém okoli nekoneCna pravée tehdy kdyz
existuji konstanty M > 0 a c € R tak, Ze

la,| < M e™  pro vsechnan . (2)
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Ditkaz: Predpokladejme, ze ) | & konverguje ve vnéjsku
kruhu {z € C| |z| > R'}. Jeji soucet

Fiz)=Y =
n=0

je na této oblasti holomorfni funkce.

Zn

Zvolme kladné orientovanou kruznici C' se stredem v
pocatku, lezici v {z € C| |z|] > R'}, tj. s polomérem
R> R >0.

Podle integralniho vyjadreni koeficientli Laurentovy rady
(tady je tfeba fadu )~ % interpretovat jako fadu se
stredem v pocatku) mame

1 F
|an| — / (Z) dz| <

<t F(2)| 27 R =

= on Rl BT \Wem =

= R" - max |F(z)] .
zeC
—M

Tedy

‘an‘ < MenlnR.
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Opacnd implikace, predpokadejme, ze plati odhad (2).
Pro

|z| > €°

mame odhad

je geometricka rada s absolutni hodnotou kvocientu

— < 1.
2|

Dle srovnavaciho kritéria konverguje rada

©. 9]
an

N
n=0

pro viechna z s |z| > e“.
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Znaceni:
Zy ... mnozina vsech komplexnich posloupnosti (a,)>,
které jsou nejvyse exponencialniho ristu. Tj.

la,| < Me™  pro vsechna n,

kde M >0, c € R.

Ekvivalentné, pro (a,,)°, € Zy existuje M > 0aa >0
tak, ze

la,| < M a"  pro vsechna n .
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e Kazda omezend posloupnost je v £

e Kazda posloupnost (p(n))>, kde p je polynom, je v
Z()Z

lim M =0.
n—oo e

Tedy napriklad
p(n)| < Me"

pro dostatecné velka M.

e Vzorkovani kvazipolynomu je v 7.

 (n");Zo & Zo

nn

lim — = lim "™79) = o9

n—oo e n—00

Vs Ve e v o0 n' .
Podilové kritérium pro fadu >~ %

(n+1)! 2] n+1
I I 1

— 00,N — O0.

Nekonverguje v zadném bodé.
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5.2. Definice. Z-obraz posloupnosti (a,)7°, € Z; je
funkce

Znadeni:

Z(an)yZg = F(2)
(an)nzo = F(2)

Ky ... funkce holomorfni v okoli co majici v oo vlastni
limitu.

5.3. Véta. Z-transformace je prosté zobrazeni mnoziny
Zy na mnozinu K.

Diikaz: Véta o Laurentové rozvoji.

Inverzni transformace Z: Z 1.
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5.4. Priklad.  (a,)%%, = (1,2,0,4,0,0,...).

2 4
Flz)=1+-+—.

z 23
z # 0.

5.5. Priklad.

(@) = (0,0, ..., (1 ,0,0,...) = (Bmn).

index m

n!

5.6. Priklad.  (a,)°, — ( ! )

n=0
F(z) = i 11 et
B = nlzt B

z2#0.

- 1
Flz)=Y < = ==,

=zt 1-1/z z-1

12| > 1
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5.8. Priklad.

(an)r2o=1(0,1,0,1,0,1,..

).

1 1 1 : 2
F =4+ — 4+ — 4 ... = z —
(%) 2 z3+z5 1—1/22 22-1
12| > 1.
5.9. Piiklad. Vime, ze se posloupnost (a,):°, se zob-

razi na funkci F'(z). Jaka posloupnost se zobrazi na funkci

F(2%)?

Tedy

(CL(), 07 ar, 07 az, 07 .

méa Z-obraz F'(z?).

)
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5.10. Priklad. (an)i2o = (a") acC

F(z) = — =

2] > |al.

5.11. Véta. Zakladni gramatika Z-transformace
Predpokladejme, Ze (a,);"y € Zp a (bn)ry € Zo, pficemz

Z{an)me = F(2).
Pak plati
(i) (Linearita)

Z(eran+caby)y = c1Z(an)eo+ co Z(by)os
pro libovolna ¢y, cy € C.

(ii) (Multiplikace)

Z
7 n o OO_ —FZ :
(CL a )n—O (a)

pro vsechna a # 0.

(iii) (Derivace obrazu)

Z(nay)y=—2F'"(2).
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Dukaz:

n=0 2"
= cli tn 9 3 bu _ c1Z(an)yog+caZ(bn)y
n on n n
n=0 n=0
0 o a" a, = a, z
i)z ez = Y =Y o= ()
n=0 n=0 *a
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5.12. Priklad. (c+2a")>,

Z(c+2a"),2y = Z(c)hlo +2Z(a");2y =
cz 2z
— )
z—1 zZ—a

2| > max(1, |al)

5.13. Priklad. (sinwn);2, .

1

sin nw = ?(e‘j“m — ey,
J
1 z z
2]\ z—¢e¥ z—e ¥
1 22 —ze 7% — 22 4 zel¥ Zsinw

:2_]' 22 —2zcosw + 1 22 —2zcosw + 1
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5.14. Piiklad. (a" sinnw)>?,

=sinw
Z(a"sinnw)2 = 4 =

2
(g) — 2§ cosw + 1

az Sin w

22 —2azcosw + a?’

5.15. Priklad.  (n)>

2y = _Z(zil)/ - (2—21)2

5.16. P¥iklad.  (n*)%,

224 2

Z(n*), = _Z((z _Z 1)2)_ . (z — 1222—_21§£z —1)

Takto je mozno ziskat obraz kazdého polynomu.

5.17. Piiklad. (a"n)>2,

(= 1)



5.18. Véta. Posun doprava

Necht (a,,)°, € Zy a k je nazaporné cel€ Cislo. Definujme

posloupnost (b,,)°, vztahem

by a,_1 Jestlizen > k
! 0 jJestlizen < k.
Pak

o 1
Z(bn)nzo — g F(Z) )

kde F'(z) je obraz (a,)52.

Tez:
(@il — K)o = TP (2).
P 1
(07"'07a07a17‘ )__kF(Z)
Z
Dikaz:
~ _ o ai a
Z(bn)n=o = ok T S+l T A2 T
B 1 ay a9 B 1
—?(QQ—FZ—F?‘F"')—;F(Z).
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5.19. Piiklad. (0,0,0,1,1,1,---)

(Do =

1 =z
0.0.0.1.1.1.--+-) = — :
(777777 ) Z3Z—1

5.20. Véta. Translace vlevo
Predpokladejme, Ze (ay,);°, € Zy md Z—obraz F(z) a
k je celé nezaporné Cislo. Definujme posloupnost (b,)>,

rovnosti
b, = Qi n=20,1,...
Pak
k-1
00 k Ap
Zn
n=0
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k—1 a 00 a k—1 a
zk[F(z)—g —n]—zk(g — - — ) =
n P Zk
n=0 n=0 n=0
a  Ag+1  Ak42 ag+1 k2
= St ot | st ——
AR L e z z
5.21. Priklad. (sin 5w, sin 6w, . . .)
Zsinw SiInNw sin2w sin 3w  sin 4w
F(z)=2"( - T2 3 4
24— 2z cosw + 1 z z z z
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5.22. P¥iklad.  ((n+3)%)>,

2
2\No0 - 27tz
(n )n:0_<z_1)3'

2242 1 4
F(2)=2° —0——— =] =
(2) Z((Z—l)?’ z z2)
254 24 )
_(z—1)3_z — 4z

Diference posloupnosti (a,,):°, € Zy je definovana rov-
nosti

A(an)iiio = (%H — an)?fzo-

Diference vyssich cadu:

Ak(an)io:o = AAk_l(an)ZO:O :

Priklady:

AZ(%)ZO:() = A(anﬂ—an)?:o = (@n+2—@n+1—(an+1—@n))2®=0 =

(an—|—2 - 2an+1 + an)?zozo
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Aln)pZo = (1)

n=0 -

()i = (0)

n=0 *

5.23. Tvrzeni. Necht (a,):°, € Z se Z-obrazem F'(z).
Pak

Z(Aap)elog=(z—1)F(z) — zay.
Dikaz:

(ans1)eo = (a1, a9,...) = 2[F(2) — ag) .

Alay)y=2F(z) — zag — F(2).
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5.24. Definice. Predpokladejme, ze

(an)nZo: (bn)nZo € Zo.
Konvoluce téchto posloupnosti je posloupnost

(Cn)nzo = (an)nzo * (bn)nZo s

definova vztahem

n
cnzg ar b, n=0,1,....
k=0

co = agby
C1 = Qo bl + aq b()
co = agby+ a; by + as by
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5.25. Piiklad.  (1)°%, (1), = (n + 1),

n=

5.26. Piiklad.  (1)%%,* ("), = (1,1 +e,1+e+e...)

n=0

5.27. Priklad. Co je konvoluce s posloupnosti (0, 1,0,0,...)7

(O, 1, 0,0, .. ) * (ag,al,ag, .. ) = (O,CL(), ai, .. )

5.28. Priklad. Co je konvoluce s posloupnosti

0,0,...,0,1,0,...) = (0p,)°% 47
(7 7k s Uy Ly Uy ) (k)n—o
(5]4”)720:0* (an)zozo = (0,0,}{;..,O,Clo,al,...)

Posun doprava o k-pozic.
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5.29. Véta. Véta o konvoluci
Predpokladejme, Ze

(@n)nZos (bn)olo € Zo,
Z(an)pzo = F(2), Z(bn)pZy = G(2).

Pak
Z(an)p=o * (bn)nzgl = F(2) - G(2).

k=0 m=0
o0 n 1
— Z( akbn_k) pr — Z[(an)?f_o * (bn>7io:0]
n=0 “k=0
. 2
5.30. Pifklad.  (n+1);2, = (1), * (1);2) = ( 1)
”
. . i = € =0 — -
n=0 " z—1lz—e (z—1)(z—¢)
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5.32. Priklad. Uréete posloupnost (a,)>°,, pro kterou

plati
(an)ffzo * (271)20:0 = (4n)$zo:0-
z z
Z n m_ ¢ —
(@n)n= z2—2 z—4
z—2 2
Z(ap) = =1
(a' )TL—O Z _ 4 _|_ Z _ 4

= (60 +2-1(n — 4" H>, =(1,2,8,32,...).

5.33. Priklad. Pro jakou posloupnost (a,)>, plati, ze

(@n)nzo * (bn)nzo = (bn)nlo

pro vsechna ()%, € Zj.
F(2)-G(z) = G(2)
F(z)=1

(an)y = (1,0,0,...).

Disledek: Konvolutivni soucin je komutativni, asocia-
tivni a ma jednotkovy prvek.
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Vyznam konvoluce

LIZ()|—>ZO

vstup — vystup

(i) L je translacné invariantni, tj. jestlize
L(an)yZo = (bn)yZo, pak

L(1(n — K)an )= = (1(n = K)bu 1)y
(ii) L je linearni, tj
L(ci(an)nzg + ca(bn)nZo + -+ ) = erl(an)pZg + c2L(bn)nZg +
Predpokladejme, ze
L(1,0,...) = (by, by, ...
vstup:

ao(1,0,0,...) +a(0,1,0,0,...)+. ..

vystup:
ap (b(), bl, bg, b3, .. ) +
aq (O, bo, bl, bz .. ) +
as (O, O, b(), bl, .. ) +

(aobo, aopby + albo, aoby + a1b1 + CLQbo, . )
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Zavér:

Odezva na (a,,)>°, je
(@)% * (b,)5% = (an)0% * L(1,0,0,...) neboli

L(an)zo:0 — (an)SLO:() * L(17 07 07 c ) :

5.34. Tvrzeni. Je-li Z(a,)°, = F(z), pak

Z(zn: ak)@@ — ZZF_(’? .

k=0 n=0

Dukaz:

(zn:ak)oo = (a0)2g % (132 = ———F(z2).

k=0 n=0

n 9
5.35. P¥iklad. Z(Z k) __~ Z . Z
k=0
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Inverzni 7 transformace

77V Ky — Z,

Metody vypoctu:
e rozvoj v Laurentovu radu

e integralni forma, reziduova véta

1
a, = — [ F(2)2" tdz
2my Jo
kde C' je kladné orientovana kruznice se stfedem v po-
catku, lezici v oblasti, kde je obraz holomorfni
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Podle reziduové véty:

a, = Z res,.(F(2) 2" ).

Suma pres singularity lezici uvnitf C.

® primé vzorce

ap = lim F(z)
a; = lim 2(F(2) — ag)
a9 = Zlirglo 22 (F(z) — ag — %)
— (1)L g 2 np (n+1)

® znamé obrazy

e konvoluce
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1 1
1 n
LT 2 (1) (2n 4 1)1 2201

Aoyl = (—1)'———r

106



5.38. Pfiklad.  F(z) =

Metodou rezidui.

ag = lim F(z)=0.

n>1
Zn_l Zn—l
e _|_ _
ap = Tes] CE TS res, Do
1 el 1 — en—l
— + —

1
5.39. Priklad. F(z)=
(2 — 1)
Fz)= % 2(0,0,1,2,3,..)
Z - - — e e .
Z(Z . 1)2 R e )
rezidui:
n>1
Zn—l ’ d - 1
a, = res = |lim —z —n —
L (Z — 1)2 z—1 dZ
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5.40. Priklad. Pomoci Z transformace naleznéte sou-
Cet

24204 n? =SR2,
k=0

Reseni
2
o . 24z
(n)_(2—1)3
ikQ Lz 22+ 2 _23—1—22
— Cz—1(z—13 (z—14°
3., .2
zZ2°+Zz n-1 _ 1 1 n-+2 n+iNm
resl(z_1)4z —iﬂgl(z + 2" =

= [+ 2) (D (e D(n—1)] = 2 mln+1)(2n 1),
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Aplikace Z transformace pro reseni
diferenc¢nich rovnic

Motivace: teorie signal(i, numerické reseni parialnich di-
ferencialnich rovnic, ladder networks, ...

Diferencni rovnice maji podobnou struktutu jako rovnice
diferencidlni, hleda se reseni ve tvaru posloupnosti vyho-
vujici pocatecnim podminkam.

Redeni téchto rovnic pomoci transformace Z je diskrétni
analogie reseni diferencialnich rovnic pomoci Laplaceovy
transformace.

5.41. Priklad.

yn+2+2yn+1+yn:0
y():yl:l.

(homogenni diferen¢ni rovnice druhého radu s konstant-
nimi koeficienty)

(Yn)nzo = Y(2).
Yni1)nzo = 2[Y (2) = %] = 2(Y(2) = 1).
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0o - Yy
(yn+2)n:0 = 2° [Y(Z) — Yo — ;1 =

_z2[Y(z)—1—% = 2°Y(2) — 2* — 2.

Provedeme transformaci rovnice:
Y (2) =2 —2+22Y(2) =22+ Y(2) = 0.

Y(2)(z>+22+1) =2 +3z.

2
z° 4+ 3z
Y(z) = _
(2) (z+1)?
Provedeme inverzni transformaci:
n>1
2 n—1
3
Yn = TE51 <Z 1 Z)Z = lim (n + l)zn + Snzn_l —

(Z + 1)2 z——1
=+ 1)(=1)"+3n(=1)"" = (=1)"(1 — 2n).

(yn)zo:o — (1, 1, —3, 5, .. ) .
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Mnohdy dava lepsi predstavu nez numericky vypocet,
ve kterém se hromadi zaokrouhlovaci chyby:

5.42. Priklad.

10
Yn+2 = gyn—i-l — Yn -
1
Yo = 17 Yy = § .
Transformace:
1 10
AV (z) = 1= o] = SV (2) = 1] - V()
10 10
Y(Z)(Z2—§Z+1) :22—1—%—?2:22—32
22 — 3z z 1
Y(z) = — = (5 )neo
(z=3)(z—3) z—3 3"

Numericky vypocet na tri platné Cislice dd4 nesmysiné
vysledky:

Yo = 1,y1 = 0,333, ey Y = —O, 092, s Y10 = —5,65
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5.43. Priklad.
Fibonanciho cisla
Fibonanci (1212) Liber Abaci
Uloha o populaci kralikd:
kazdy par se zreprodukuje po dvou meésicich
1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233

Posloupnost se fidi zakonem

co bude co je prirtstek

Yn+2 = Yni1+ "Yn

Yyo=1y1 =1

Transformace rovnice:

2 [Y(z) —1- ﬂ =z[Y(2) — 1]+ Y(2)
(22 — 2 = 1)Y(2) = 2°
Y{z) = 22 —Zz —1
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Inverze:

z B 1 z Z
Zz2—z—1_z\/5 Z_1+2\/5 2_1—2\/3

G N

Kombinace dvou geometrickych rad, jedna z nich mizi

v nekonecnu:

1 1+5
lim L — +2V[_4-1,61803,

oo Yy

coz je pomér zlatého rezu.
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5.44. P¥iklad. A%y, 4y, =0

y():l)AyO:O-

o210 -z
o (z—1)24+1 22—-22+2

B z—1 B A B B

—Z<Z_1_j)<z_1+j>—Z<z_1_j+z_1+j> B
1 1 1
_§Z<z—1—j+z—1+j>'

iy

o= 5104 5)" + (1 - ") = Re(ve)" =
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5.45. Piiklad. A%y, =2
Yo = 07 Ayo =1
A (yn)oo = (2 = 1)’Y (2) — 2

z
Y — 1) =2 .
()1 =2
2z z
Y(z) = :
D= T oy
Z" 1i 1 n\/ 1
resy EESIE = lim é(z )= én(n— 1)

Yo =n(n—1)+n=n*.

5.46. Priklad. Rovnice s konvolu¢nim jadrem

Yn+2 + Z 2k Yn—k = 1

k=0
Yo=141 =0
2Y () + Y () = .
z—2
Yiz) = (z—1)3
Yp = Tesy (z = 22" = lim 1(z” — 2z”_1>” _

(Z — 1)3 z—12
T

1
—Snln=1) = (1= -2) = (0 - -3
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5.47. Priklad. Vyjadrete vzorcem reseni diferenéni rov-
nice

Yn+1 — 2yn = Aap,

kde yo = 0 a (a,)>°, je obecnd posloupnost ze Z.

Transformace:

2Y(2) = 2Y(z) = F(2),

kde F'(z) je obraz (a,)>°,.

Y(z) = = (1(n — 1)2" )7 * (an)io-

z— 2
Pron >1

n

Yn = Z Qk_lan—k -

k=1
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5.48. Priklad. Yna3 + Yn = ayp,

Y = Y1 = Yz =
F(z)
Y p—
(2) 23+ 1
1 1 1

Z_;(_l) 3(ntl)
= (07 707 170707 _170707 170707 _1’ T )

Yn = Ap—3 — Qp—6 T+ Ap—9 — . ..
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5.49. Priklad. Pomoci diferencnich rovnic urcete sou-

Cet

1 2 3 n
SR T
Reseni
1 2 3 n
I T
n+1
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1 1 Zn—l—l
resi: — —=
22(z—1)(z — 12
— lim e — lm }.(n—kl)z (z—1)—2z _
Z—>1/22 z—1 z—>1/22 (Z—l)z
Jrtl( 1y 1] ne1 o1
om 2 on+1 o on on °
n+1 1
n:2_ - .
J o on
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6 Specialni funkce

Funkce I'(2)

jedna z nejdilezitejsich funkci, vyrovnad se vyznamem
exponencialni funkci a funkci goniometrické. Motivaci je
interpolovat pfirozenym zplsobem faktorialy

1
14+2+4-+n = sn(n+1)

Euler (1729): vyjadreni funkce I" ve tvaru nekone¢ného
soucinu.

Funci I' budeme definovat ve dvou krocich, nejdrive pro
Re z > 0 pomoci integralniho vzorce, posléze pro obecné
2z € C pomoci kombinace integralu a nekonecné rady.

6.1. Definice. Funkce I'(z) je pro 2z € Cs Rez > 0
definovana integralem

F(z):/ e Tzt dy .
0

(Pfitom 2°~! = e==UInz 4 5 ),
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Existence prislusného integralu:

00 1 00
/ ez Hdr = / e o dr + / e " dx .
0 0 1

—x z—l‘ _ z—l)lnx‘ — 7 xRez—l .

le ™ x e
Jelikoz

0
/ e TRl g0 5o
1

existuje integral

0
/ e Tt
1

Pro x € (0,1) mazeme psat

‘e—xxz—l‘ S xRez—l‘

a tedy (Rez > 0)

1 1 rRez 1 1
/ le " 2" dr < / el dy = =—.
0 0 Rez|, Rez
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6.2. Priklad. ['(1) = / e “dr =[—e |7 =1.
0

F(1/2)—/0 e x 12 dx

Substituce: = = t?, dx = 2t dt

F(1/2)=/O ef2(t2)1/22tdt=2/0 e dt = /7.

Pro z = 0 mema integral definujici funkci I'(z) smysl:

(- 1
* 1 I 1
/6 da:Z—/—z—[lnx](l)zoo.
0 X €Jo T €
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6.3. Tvrzeni. [(z+1) =20(2).

Dukaz:

F(z—l—l):/ e ‘'zt dr =
0
v =a°

1

u =e
u=—e"

—e T v = zx*F

= [—e "2 + / ze Pt N dy = 2l(2) .
0

‘ezlnx’ _ 6Rezlnm 0 pro & — 0.
Dusledek:
['(n+1)=n!

pro vSechna n € N.

'n+1l)=nl'n)=nn—DI'n—1)=n(n—-1)(n—2)---2-1

6.4. P¥iklad. / '™ dx = I'(101) = 100!
0
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6.5. P¥iklad. Spoctéte ['(5/2).

[(5/2) = [(3/2 + 1) = 3/2I'(3/2) =

DO o

Na funkci I' vede rada dilezitych integralu:

6.6. Priklad. Vyjadrete Laplacetv obraz funkce
f(t) =1t a > —1, pomoci funkce I

F(p) = / e Pt dt
0

Substituce
u = pt
(p > 0)
e u*1 1 e
F(p) = / e '——du= / e “u" du =
) 0 pep p**t Jo
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6.7. Priklad. Spoctéte momenty gaussovskych funkci

0 2
/ 22 e dx.
—00

Substituce: u = 2, x = u1/2, du = 2x dx.

o0 2 o0 2 o0 du
/ ke dx = 2 / 2K " dy = 2/ ub e 75 =
—00 0 0 2U

> 1 1
:/ Ve du =T (k—~+1)=T(k+=).
. 2 2
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Funce I'(z) je na redlné ose kladnd, je rostouci pro
x > 1, a proto lim, ., ['(x) = oo. Jaké je chovani funkce
u nuly a jak ji rozsifit na vétsi mnozinu? Zakladem je na-
sledujici véta:

6.8. Véta. (i) Funkce

f(2) :/ e Tt da
1
Jje holomorfni v C.
(ii) Funkce
1
q(2) :/ e "t tdx
0

je holomorfni v {z € C| Rez > 0}.

(iii) Funkce I'(2) je holomorfni v mnozZiné
{z € C| Rez > 0}.

Dikaz je zalozen na rozvoji v mocninnou radu - viz
skripta.
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0 —1)» 00
6.9. Véta. ['(z2) = Z n'((z——gn) + /1 e "t tdx

n=0

/7 v o - L 7/ 1 J— J—
Hlavni myslenkou diikazu je rozvoj integralu fo e “x* tdx
v mocninnou radu - detaily viz skripta.

o0
e—xxz—l _ Z (_1)71 xn—l—z—l .

n!
n=0

Integraci ziskdme pro o > O:

n=>0
. (_1)n 1 +
nz:% n! n+z( )
“— n' n+z o n' n+z

~
—(0 pro 0—0
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(=" .
n=0 nl(n+z)"

Otazka konvergence fady > -

6.10. Tvrzeni. Pro dané ¢ > 0 je rada

©. 9]

Zn' (n+ 2)

n=0
stejnomérné konvergentni na mnoziné
= {2z € C| min,—g1. |z +n|>¢c}.
Funkce

geee

je holomorfni v mnoziné C \ {0, —1,—-2,...}.

Dikaz:
Pro z € K.:
(—1)" 11
nl(n+2z)| ~ enl
11 1
Z a2
f=enl e

Podle Weierstrasseova kritéria konverguje rada
> % stejnomérné na K. Jeji souet je tedy holo-

morfni na C\ {0, —1,—-2,...}.
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6.11. Definice. Funkce I'(2) je funkce definovana na
C\{0,—1,-2,.. } vztahem

0 n 00

g e Tt dy .
n' (2 + n) 1

n=0

6.12. Véta. Funkce I'(z) je funkce holomorfni v

C\{0, —1, =2, ...} a md jednoduché poly v bodech (0, —1, =2, ...

Pritom

res_, F'(z) = pron=20,1,....

6.13. Dusledek. Funce ( ] dodefinovana nulouv0, —1, -2, .
je holomorfni funkce v C majici koreny pravé v bodech
0,—1,-2,...
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Asymptotické chovani funkce I™:

6.14. Véta. Stirlingtiv vzorec
Pro libovolné realné cislo s > 0 existuje ws €< —1,1 >
tak, ze

T(s+1)=V2sse” (

)

Diikaz viz skripta

6.15. Dusledek. Pro kazdée n € N existuje w, €<
—1,1 > tak, ze

n! =v2n n”e‘”(

)

n! ~n"e "\V2mn

6.16. Priklad. Je-li n = 1000 je 1000! v intervalu s
koncovymi body

2000 1000 e~ 1/ 4 1000~
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Besselovy funkce

motivovany resenim Besselovy rovnice:

2y 2y + (2= 1)y =0 (3)
veC

Resenim myslime funkci y(z) holomorfni v oblasti ne-

obsahujici nulu. Besselova rovnice je linearni diferencialni

rovnici druhého fadu. Mnozinou reseni je linearni prostor
dimenze dva.

Reseni budeme hledat ve tvaru zobecnéné mocninné
rady

©. o]
y(z) = 2" Z Qon 227
n=0
0 o
y<2) I Z oy, Z2n _ Z oy, ZQn—H/
n=0 n=0

agn(2n + v) 221

Q\
=

[
NE

0

n

a2, (2n + 1) (20 4 v — 1) 2202

@\
3
Xy

I
[~

I
e}
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Dosazenim do rovnice mame:

> 00
Z a'2n(2n‘|‘V>(2n—|—V—1) Z2n+y+z a2n(2n_|_y) ZQTH—V
n=0 n=0

00 00
4+ Z ao, Sntv+2 2 Z ag, L2ty
n=0 n=0
=0

Vydélenim 2” a srovnanim koeficientli u 2** dostaneme

a2n(’i‘t2n)2
aon (v +2n) (v + 21 — 1) + ag, (v + 2n)

2
+ agp—2 — V7 az, = 0.

—a9p—9 — agn[(u + 27?,)2 - 1/2]
—Qon_9 = g, [4vn + 4n’]

—a9p_9 = CLQn(QV + 2n) - 2n

Rekurentni podmince vyhovuji

)
S [(v+n+1)220tv
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Ovérent:

(="
Tl ['(v+n+1)22ty
(="

- (n — 1)ID(v + n) 2202+ -

agn(2v+2n)-2n 2(v+n)-2n =

—Aa2(n-1)

Redeni Besselovy rovnice tedy je funkce

sy = 50 B

—~nll(v+n+1)

Podilovym kritériem je mozno ovérit, ze fada konverguje
pro vsechna z € C.
Konvence:
1

[(=n)

=0,n € N.

6.17. Definice. Besselova funkce prvniho druhu
radu v je funkce

1 ( )Zn—H/

Zn I T(v+n+1)

n=0
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6.18. Priklad.

& e &y
W=D a1 2 e

n=0 n=
22 24 20
-] — — 4+ — 4 ...
4 * 64 4096 +
6.19. Priklad.
o0 1) In+1 o0 —1)" 2n+1
J1<Z):Z ( )Z - 122 ( >Z ST =
c~nll(n+2)- 22 L=l (n+1)1220+
_Z 23 N 20
2 16 34
6.20. Priklad.
> (_1)nz2n—1 > Z3 25
J_ — _ Lz .
(=) = C(n)- 2271 2716 384

n=0
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6.21. Véta. Funkce J,(z) a J_,(2) jsou reSenim Besse-
lovy rovnice. Je-li navic v ¢ 7 tvori J,(z) a J_,(z) bazi
prostoru vsech reseni Besselovy rovnice.

Diikaz:
Vyplyva z dfivéjsiho, staci pouze ukazat, Ze J,(z) a J_,(2)
jsou linearné nezavislé pro v &€ 7.

Sporem: existuje nenulové ¢ € C tak, ze

00 00
c E :anZZn—I—V _ E :anZn—z/
n=0 n=0

Tedy (CLO 74 O)

o0 2n
v Zn:O an
Cz - o0

ano CLnZ2n

Na pravé strané je suda holomorfni funkce. Funkce z?” je
vsak holomorfni v C \ {0} pouze kdyz 2v je celé Cislo.
V (vahu tedy pfichazi pouze pripad 2v je liché Cislo, coz

neda sudou funkci-spor.
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Jak je to s resenim Besselovy rovnice pro n celociselné?

6.22. Tvrzeni. J_n(z)=(=1)"Ju(2)  pron e N.

Duikaz:
T u(z) = kf;(—l)’f e (5)% -
B kf;(_ )kk! (k i n+1) 6) -
G (a) -
) <_1>n§<—1>mm! (%) Ty ),
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6.23. Tvrzeni. Rekurentni vztahy pro Besselovy
funkce

(1) Ji(2) = 5lJ0-1(2) = Jsa(2)]
(11) 277/ JV(Z> = JV_1<Z) + JV_H(Z)
(i) Jo(2) = =J1(2)

6.24. Priklad. Jo(2) = =J1(2) — Jo(2) .

6.25. Tvrzeni.

9\ 1/2
J1/2(Z) = (—) sin 2

9\ 1/2
J_1p2(2) = (—) COS 2

Dukaz:

- 1/2 o (_1)71(%)271
N1p2(2) _(§> 2 nlT(1/2+n+1)

n=0
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n! T(1/24n+1) =n!-(n+1/2)(n+1/2—1) - -

n1)en—1)-3-
' on+1

ol

(2n + 1)!
11.3.--(2n +1) = n! _
" @n+ 1) =nl oo

en+1)!  (2n+1)

2-4-6---2n on

on—1y

2n+ 1T (2n+1)N/7 |

on ., ont+l 92n+1

—-1-2.3---n

n! T(1/24+n+1)=

A\ UG
T1y2(7) _<§) anr(1/2+n+ 1)

n=0

()5 G e

() S

n=0
5\ /2
(—) sin 2
Tz
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6.26. Priklad. Naleznéte J5/5(z).
|dentita (ii) pro v = 1/2.

2.1/2

Jija(z) = J_12(2) + J32(2)

1
Jg/Q(Z):;Jl/Q( z) — J_1)2(2) \/W—Zsmz—\/—cosz.

Lieuville: Pouze v téchto pfipadech, v = 1/2+k, k € Z,
je J,(z) popsatelené pomoci elementarnich funkci.

6.27. Definice. Neumannova (Weberova) funkce fadu
v, N,(2), je definovana vztahem

Jy(z)cosmv — J_,(2)

SIn 7wV

N,(z) =
jeliv ¢ Z.

pron € N.
(Existence limity je netrivialni skuteénost.)
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6.28. Véta. J,(z) a N,(2) je baze prostoru viech reseni
Besselovy rovnice.

N, (z) ma singularitu v nule:

pro z — 0+.

Aproximace pro velké readlné hodnoty :

2 vmoom
J(2) =~ — cos(z — > = Z)

2 . vmoom
Ny(z) =~ — sin(z — - = Z)

(Cylindrické viny)

N_p(z) = (=1)"Na(2)

140



Jina baze reseni je tvorenda Henkelovymi funkcemi:

Aplikace Besselovych funkci pro reseni dife-
rencialnich rovnic

1. Modifikace Besselovy rovnice, 3 € C, 3 # 0.

20" (2) + zv(2) + (22— vHv(z) =0

Je-li y(z) Fedeni Besselovy rovnice, pak

v(z) = y(B2)

je reseni 1. modifikace Besselovy rovnice.

V(z) =6y (Bz), V'(z)=03y"(B2)

Dosazenim do rovnice :

2B (B2) + 2By (Bz) + (°8" — v*) y(Bz) = 0.
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Kmity rovinné membrany

Rovnice vInént:

B 1 0%u
a2 o
a >0,

u(x,y,t) — vychylka v Case t v bodé (x,y).

Au a >0

Pripomenuti Laplaceova operatoru:

0%u N 0%u
ox?  0y?

Hledame reseni ve tvaru

Au =

u(z,y,t) = v(z,y) elw!
amplituda

w >0
9
. W .
el Ay + —21)6]wt =0
a

Vede na Helmholtzovu rovnici

Av+ kv =0
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[
a

Zavedeme polarni souradnice:

v(z,y) =v(o,p).

Prepocet Laplaceova operatoru je

Av(o, ) 18v+82v+182v
v e T N
G T 000" 02 Pog?
Cinime predpoklad

v = f(o)

tj. Ze v zavisi pouze na o - radialni vina.

Helmholtzova rovnice se transformuje do podoby:

10v 0%
T k=0
Q8Q+8Q2+ v
0%v ov
9 9272

kv =0
Q692+Q8g+‘9 v

Pro funkci v(o) je vySe uvedena rovnice Helmhotzovou
rovnicis =k av=0.
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Redeni je tedy funkce

v(0) = Jo(ko)

Zavér: jedno z reseni rovnice kmitl je

u(@,y,z) = Jo (g\/ x* + y2> e

2. modifikace Besselovy rovnice

2"+ 2(1 = 20)w’ + (822* + o® — vH)w =0
a,8,veC

Pokud v(z) fesi 1. modifikaci Besselovy rovnice, pak
w(z) = 2%v(z)

resi druhou modifikaci Besselovy rovnice.

w(z 2% v(z)
w'(z az" (z) + 2*'(2)
w'(z) = ala —1)2""0(2) + 202" 1 (2) + 2% (2).



Dosazenim do 2. modifikace Besselovy rovnice

ala —1)2% + 202 + 202"+
+ (1 = 20)az + (1 — 2a)2* '+
+ 322 + (o — )2

Vydélenim z“ dostaneme

ala — 1)v + 2020’ + 220"+

+ (1 = 2a)aw + (1 — 2a) 20"+

+ 32220 + (o — %) 2.
Po Gpravé

220"+ 20+ (267 =12 =0
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Prostorova vina

1 0%u
Au=———
a? Ot?
u(x,y,z,t) .... hodnota v Case t a prostorovém bodé
(x,y, 2).

Hledame reseni ve tvaru:
_ Jwt
u(z,y, 2,t) =v(x,y, z)e

Dospéjeme opét k Helmholtzové rovnici:

Av+ kv =0.
Vyjadreni Laplaceova operatoru ve sférickych souradni-
cich (0, ¢, 0):
_82v+28v+ 1 82v+ 182v+00819(%
002 000  %sin?90p? 202 o> 09
Dalsi predpoklad:

Av

v = f(o)
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sféricka vina.

o
- 00> 000

Po dosazeni do rovnice mame

Av

28_2?} + ) @
¢ 002 Q@Q

Je druha modifikace Besselovy rovnice pro 1 — 2a0 = 2

tj.a:—%,ﬁzk,uzé.

+ k2g2v = ()

Redeni:
1 1/ 2 \? V2
v(o) = —=J19(kp =—<—) sin ko = sin ko
(@ @1/2< ) Vo\rmko oV'Tk
Zaveér:
V2
v(z,y, 2, 1) = sin(kv/x2 + y? + 22).
(2,9, 2,1) N (ky/22 +y? + 22)

Obecné reseni je dano tzv. sférickymi funkcemi, ve kte-
rych hraji Besselovy funkce dlezitou roli.
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7 Maticovy pocet

Zaklady linearni algebry

(opakovani a znaceni)
x = (x1,...,x,) € C".

Obvyklé aritmetické operace, skalarni soucin

<X, Y >=2Z1Y1 + T2Ys + -+ - + TpYy -

B ={by,...,b,} .... baze prostoru C" pak

(x| p = souradnice vektoru x vzhledem k bazi B.

ei,...,e, = standardni baze prostoru C".

e1 = (1,0,...,0),e2=(0,1,0,...,0),...
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M, xn ---
komplexni matice typu m x n (m fadkd a n sloupci)

ai; a1 ... QAin
A _ CL.21 a-22 ... CL.Qn

Am1 Am2 --- Amn
A = (aj)

Zapis:

A:(Sl Sy ... sn)

matice se sloupci s1,...,s,
Iy
I
A=1]"
rm
matice s fadky r{,..., 1,
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Soucin matic A € M,,«; a B € M., je matice
C e M, «n

air a2 ... Qg bll b12 e bln

a1 Q22 ... Ak ba1 Do ... Doy
C=| T . L

aAmi1 Am2 ... Ami bk:l bkg ce b/m

kde

k
Cz’j = g Ay brj = ailblj + aigsz + -+ az’kbkj

r=1

V pripadé kdy matice A a B jsou realné je
Cij =< TIj,Sj >

kde r; je i-ty rddek matice A a s; je j-ty sloupec matice

B.
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7.1. Priklad.

)1
(T1,...,x,) - 3/:2 = (z1y1 + Toy2 + - - + )
Yn
X1
7.2. P¥iklad. 2 ) = @iy € Mosa
L

7.3. Priklad.

Symbolem Ax rozumime:

a;r a1 ... Qaip 1
as1 A922 ... QA9n i) o
Am1 Am2 --- Qmp I

111 + Q199 + -+ - + A1 Ty
A91T1 + Q92T + - - - + A2, Ty

Q121 + Am2T2 + e+ AmnTn
= I1S1 + X982 + - TpSn
linedrni kombinace sloupct.
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7.4. Priklad. Symbolem xA rozumime:

ayip a2 ... Qaip

a1 Q22 ... QA9 o
(371, ) xm) ; ) . . -

Am1 Am2 ... Amn

= (x1a11+x2a21—|—- T Qpl, T1A12+T20291 T Qpp2, - - ) =

T1ry + X9l + -+ - + Ty

linearn1 kombinace radku

7.5. Priklad. A e M,

Aei = Sj

7.6. Priklad. A e M,

eiA =T
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e Transponovana matice k matici A typu m X n je
matice typu n x m, AT = (bij), definova vztahem

bij = Qj;

e Adjungovana matice k matici A typu m X n je matice
typu n x m, A* = (b;;), definovd vztahem

bij = aj

Nekteré vlastnosti soucinu matic: neni komutativni, je
asociativni, distributivni vadéi scéitani,

(AB)" = BTAT
(AB)"* = B*A*
(AB) ' =B A"}
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7.7. Definice. Linearni zobrazeni T : C" — C™ je
zobrazeni vyhovujici nasledujici podmince pro vsechna
x,yeC"aaq,peC:

T(ax + By) =aT(x)+ BT (y).

Standardni matice linedrniho zobrazeni T' je matice A
typu m X n, pro kterou plati

T(x) = Ax
A= (T(e1) T(ez) ... T(en))

Je-li U = {uy,...,u,} baze C"
aV ={vy,...,v,} baze prostoru C",
pak matice linearniho zobrazeni 'I' vici bazim U a V je
takova matice A typu m X n, pro kterou plati

T'(x)]y = Alx]y
Plati, ze

A= (Tl [T(u)ly ... [T(u)lv)
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7.8. Piiklad. Popiste transformaci v roviné R? danou
otocenim kolem pocatku o thel a v kladném smyslu.

cosa — SIin «
A = ,
SIN(x COSQ

T(x,y) = (xcosa — ysinq, zsin a + y cos «)

Jsou-li Ty : C™ — C¥ a T, : CF +— C" linearni zobra-
zeni s maticemi A a B, pak matice linearniho zobrazeni
T5 o T je matice BA.

Je-li dané linedrni zobrazeni prosté s matici A, je matice
inverzniho zobrazeni matice inverzni A1,
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7.9. Priklad. V prostoru popiste transformaci, ktera vznikne
otocenim kolem osy x o (hel o v kladném smyslu nasledo-
vané otocenim kolem osy y o Ghel 3 v kladném smyslu.

Transformacni matice:

cos@ 0 —sinf I 0 0
0 1 0 -1 0 cosa —sina | =
sinf3 0 cosf 0 sina  cosa
cos 3 —sinfFsina —sin Jcos «
= 0 COS (v —sin «
sin@ cosfsina  coscosa

156



Linearni zobrazeni T : C" +— C™ ma standardni matici
A. Vzhledem k bazi

B = {bl,...,bn}
ma zobrazeni I’ matici
B

Jaky je vztah mezi maticemi A a B?

Zvolme matici
P = (bl by --- bn)

Pak P je regularni matice a pro véechnai=1,...n
Pe; = b; e;=P!b;

e Pro kazdy vektor x € C" plati:

x|g =P 'x

Skutecné, je-li

X = a1by + avbg + - - - + by,
tj. je-li

(a1, ..., 0p) = [X|p
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pak

P'x =P 'by+ P 'by+---+a,P by =

=Qp€; + Qg€ + -+ Qp€y =

e pro matice A a B plati:

B =P AP A = PBP!

Dukaz:
P !APe; = P 'Ab; = [Abi|z = [T(b))]5

7.10. Priklad. Linearni zobrazeni T" ma standardni ma-

tici
11
A (1 2) |

Stanovte jeho matici vici bazi

B = {(17 1)7 (07 1)}
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Vlastni Cisla a vlastni vektory matic

7.11. Definice. Necht A je Ctvercova matice radu n.
Komplexni islo \ se nazyva viastni Cislo (charakteristické
Cislo) matice A, jestlize existuje nenulovy vektor v € C”"
takovy, ze

Av = \v.

Vektory v spliiujici tuto identitu se nazyvaji viastni (cha-
rakteristické vektory) matice A prislusné vlastnimu Cislu \.

Spektrum, o(A), matice A je mnozina vsech vlastnich
¢isel matice A.

Je spektrum neprazdna mnozina?

E ... jednotkova matice prislusného radu
7.12. Tvrzeni. \ je viastni ¢islo matice A pravé tehdy

kdy?
det(A — \E) = 0
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Dukaz:

Vektor v je reSenim soustavy
Av = \v,
coz je homogenni soustava s matici
(A—-XE)v=0.

Tato soustava ma nenuloveé reseni pravé tehdy kdyz je ma-
tice A — A\E singularni, tj. pravé tehdy kdyz

det(A — AE) =0.
Polynom
p(A) = det(A — \E)

je polynom stupné n, ktery ma n korenli, vCetné nasob-
nosti.

7.13. Dusledek. Matice fadu n ma celkem n vlastnich
Cisel (véetné ndsobnosti).
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7.14. Definice. Polynom p(\) = det(A — AE) se na-
zyva charakteristicky polynom matice A.
Rovnice p(A) = 0 se nazyva charakteristickd rovnice ma-

tice A.

7.15. Dusledek. Matice A .radu n je singularni pravé
tehdy kdyz 0 € o(A).

7.16. Priklad. A= (1 O)

00
det(A —ABE) = A—|" = Ul a o
0 =X
A=1:
soustava

0 0 0
0 —-120

ma Fedeni: £(1,0), t € C.

A=0:

soustava
100
000

ma reseni: £(0,1), t € C.
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7.17. Priklad. Jednotkova matice E ma pouze jediné
vlastni Cislo A = 1 a vsechny vektory v C" jsou jejimi
charakteristickymi vektory.

7.18. Priklad. Matice otoceni

cos @ — SIn «
A = ,
SINy COS QY

cosae — A\ —sina
. =0
sinae cosa — A
(cosa — A)* +sin*a =0
AN —2\cosa+1=0
D =4cosa’® —4 =4(cos’a — 1) = —4sin’* «

2cosa £ 29sin«
2

Obecné, redlnd matice ma komplexné sdruzend vlastni

A9 = = cosa * jsina.

Cisla.
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7.19. Tvrzeni. Je-li A dolni (nebo horni) trojihelni-
kova matice, pak spektrum matice A je rovno mnoZine
diagonalnich prvki.

Dukaz:
ail — )\1 0 0
det a1 a2 — A9 0 _ 0
a31 a32 asz3 — Az -

(@11 — A1) - (a2 — A2) -+ (@ — Ay) =0
Tedy

U(A) — {a/lh a2, ..., ann} .

Vlastni Cisla a vektory umoznuji [épe popsat linearni zob-
razeni.

7.20. Priklad. A= (é g)

1—X 6
52—\
M —3A—28=(A—T)(\+4)

det(A — \E) = — (1-A)(2—\)—30 =
IR
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)\172 = 7, —4.

—6 6 0
=T <5 —50)

Vlastni vektory jsou nasobky vektoru (1,1).

56 0
Ao =4 (5 6 0)

Vlastni €isla jsou nasobky vektoru (—6,5).

e numerické aspekty vypoctu vlastnich cisel:
e neexistuje konecny algoritmus

e rada pribliznych algoritmi pocitajici vlastni ¢isla pfimo
(QR algoritmus apod.).

Vlastni cisla umozni vypocet vysokych mocnin matice,
aplikace na dynamické systémy, Markovovy procesy apod.
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7.21. Priklad. Kazdy rok se z centra mésta prestéhuje
5% obyvatelstva do okrajové &tvrti a 3% se naopak pre-
stéhuji z okrajové ¢tvrti do centra. Na poéatku Zije 60%
obyvatelstva v centru a 40% v okrajové ¢étvrti. Jak se bude
slozeni obyvatelstva vyvijet?

Migracni vektor:

()
X = )
X2
kde =1 je podil centra a x5 je podil okrajovych Ctvtrti
T\ 0,921 +0,03z2\ (0,95 0,03\ (1
o 0,97z + 0,052,/ \0,05 0,97) \@o/)
Vyvoj:
o — 0,6
"7 \0,4
Xk+1 = Axy
0,95 0,03
A= (0,05 O,97>
Vlastni cisla:

0,95— X\ 0,03
0,05 0,97 — \

‘—)\2—1,92)\+0,92
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Koreny charakteristického polynomu:

AM=1,=0092

Pro A1 = 1 jsou charakteristické vektory nasobky vektoru

. _ (0375
170,625

Pro A = 0,92 jsou charakteristické vektory nasobky vek-

toru
v — 1
1=\ 1

Xp = C1Vy + CoVa

kde c; =1 ¢ =0, 225.

Afxgy = cl)\]fvl + 62>\§V2 = c1v1 + 0, 92% vy
Tedy
Afxg — vy = vy pro k — 00

Zavér: systém spéje do rovnovazného stavu 37,5 % v cen-
tru a 62,5 % na okraji.
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Vlastnosti dynamického systému zavisi na velikosti vlast-
nich Cisel.

Nekteré body diskuse: A je matice 2 X 2 s kolmymi
vlastnimi vektory a vlastnimi Cisly Aq, As.

1. ‘)\1’, ‘)\2’ < 1.
pritahovano do (0,0).

2. )\1, Ay > 1
jde do nekonecna z kazdé nenulové pozice

3.0 >1,0< <1
(0,0) je sedlovy bod.

Aplikace pro reseni soustav linearnich rovnic:

Ax=Db
AeM,., bxeC"

Predpokladejme, ze existuje baze {v1,...,Vv,} slozena
z vlastnich vektort matice A prislusnych k vlastnim cislim

DAY,
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Vyjadfime vektory x a b vzhledem k bazi {vy,...,v,}.
X = V] + Q9Vy + -+ Q,Vp
b:51V1+62V2+"'+ﬁnVn

a dosadime do rovnice

1A V] + QoXoVa + - - + A\, V,, = ﬁlvl + ﬁQVz + .-

A = 51
oy = ﬁQ

Za predpokladu nenulovosti vsech vlastnich Cisel je

51 62 672
X=—Vi+—Vog+---+—V
YRV Ao "
Obecné, jsou-li nenulova vlastni ¢isla A1, ..., Az, pak
il Bi
X=—Vi+:--+—VktYy,
¥ 1 A kTY

kde y je jakykoliv vlastni vektor matice A prislusny vlast-
nimu Cislu 0.
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Pro vypocet mocnin matice A je vyhodné kdyz existuje
baze slozena z vlastnich vektor(i. To neni vzdy splnéno:

7.22. Priklad. A= ((1) 1)

o) =11} g g o)

Vsechny charakteristické vektory jsou nasobky vektoru (1, 0)
a tedy netvori bazi prostoru C2.

7.23. Definice. Matice A a B typu n X n se nazyvaji
podobne, jestlize existuje regularni matice P tak, ze

B=P 'AP.

e Podobnost je ekvivalence na mnozine M.

e Podobné matice maji stejny determinant.

e Podobné matice maji stejné spektrum a charakteristicky
polynom

e je-li T" linearni zobrazeni z C" do C", pak vsechny jeho
matice vici zvolenym bazim jsou podobné.
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7.24. Definice. Je-li T' linearni zobrazeni z C" do C"
pak A € C je viastni Cislo zobrazeni T existuje-li nenulovy

vektor v € C" tak, ze
T(v)=Av

Jedna se o vlastni cisla matic zobrazeni 7T'.

Struktura vlastnich vektoru

Znaceni: pro A € o(A)
Cy(A)={veC"| Av = Av}.
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7.25. Tvrzeni. Necht A je matice n X n. Pak plati na-
sledujci tvrzeni

(i) Cx(A) je podprostor prostoru C".

(ii) Nenulové charakteristicke vektory prislusné riznym vlast-
nim Cislam matice A jsou linearné nezavisle.

(iii) Dimenze prostoru C\(A) je nejvyse rovna ndsobnosti
A\ jako korene charakteristického polynomu matice A.

Dikaz:(i) vi,ve € C\(A), a, 3 € C
A(avy + Bva) = advy + fAvy = Aavy + [Bva)

(i) v1, ...,V jsou vlastni vektory prislusné riznym vlast-
nim Cislim Aq, ..., Ar. Predpokladejme, ze A1 ma nejvétsi
absolutni hodnotu.

vy +agve+ -+ ogpve=0 /- A"

1
041)\71”V1—|-042)\72nV2—|—°"—|—Oék)\ZLVk:O /)\_m
1
Ao\ A\
avitas| =) vot o+ a ok vk =0
A1 A1
Aj
—| <1 > 1
MOS0
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Limitnim prechodem m — oo dostaneme
1Vy1 — 0

a tedy ap = 0.

Pokracujeme-li dale dostaneme

0412042:"':0&]{;:0.
(iii)
Vezméme bazi {vy,...,v;} prostoru C),(A) a dopliime

ji na bazi V' celého prostoru.

Linearni zobrazeni se standardni matici A ma vici bazi
V' matici, jejiz levy horni roh je diagonalni matice & X ks
A1 na hlavni diagonale. Charakteristicky polynom ma tedy
Cinitel

(A= A)".

Nasobnost je proto alespon k, coz je dimenze prostoru

Cy (A).
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7.26. Duisledek. Ma-li matice A navzajem riizna vlastni
Cisla, pak existuje baze slozena z vlastnich vektori matice

A.

7.27. Dusledek. Necht A je matice n x n. Nasledujici
podminky jsou ekvivalentni:

(i) Existuje baze prostoru C" sloZend z vlastnich vektort
matice A.

(ii) Pro kazdé A € o(A) plati, Ze dim C\(A) je rovna
nasobnosti \ jako korene chrakteristickeho polynomu
matice A.

7.28. Tvrzeni. Necht vlastni vektory v+, ..., v, linear-
niho zobrazeni T’ : C" +— C" tvori bazi V' prostoru C".
Pak T' ma vici bazi V' diagonalni matici.
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7.29. Véta. Matice A typun xn je podobna diagonalni
matici prave tehdy kdyz existuje baze prostoru C" slozena
z vlastnich vektorii matice A.

Jsou-Ii navic v, ...,v, nezavislé vlastni vektory matice
A prislusné vlastnim cislim M1, ..., \, pak

A =PDP !,
kde

D = dz’ag()\l, )\2, ceey >\n>

P=(vy,...,vp).

Diikaz: Prvni cast plyne z predchozi diskuse.
Uvazujme linearni zobrazeni 1" se standardni matici A. Pak
T" ma vici bazi vq,...,v, matici D. Podle prevodniho
vztahu je

D =P AP,
a proto

A =PDP!
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algoritmus diagonalizace matice:

I 3 3

7.30. Priklad. A=|-3 -5 -3
3 3 1
Naleznéte diagonalni rozklad matice A.

det(A —AE) = —X\* =3\ +4= (A= 1)(A+2)*.

vlastni ¢islo Ay =1 ... baze C (A) je (1,—1,1).
vlastni €islo Ay = —2 ... baze C),(A) je {(—1,1,0),(—1,0,1)}.

1 0 0
D=0 -2 0
0 0 —2
1 -1 —1
P=|-11 0
1 0 1
A =PDP L.
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Poditani mocnin matice:

A=PDP!.

D = diag(A1, Aoy -, M)

D" = diag(\¥, N5, ... \F)

A’ =PDP 'PDP ! = PD*P!.
A’ = PD*P 'PDP ! = PD’P!

Obecné:

AF = PD'P!.
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7.31. Priklad. A= (_74 ?)

Vlastni Cisla: A\ =5, Ay =3 .

50
D=

(05)

(11 4 (2 1
P L) ()

1 1 5% 0 2 1

k kp—-1 _
AT=PD'P _(—1 —2)(0 3k>(—1 —1)‘

2.5k 3k gk _ 3k
2.3k _9.5k 9.3k __ 5k
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Aplikace na reseni soustav
diferencialnich rovnic

yi(z), ya(z), - . . Yn(T)

funkce splnujici soustavu diferencialnich rovnic s kon-
stantnimi koeficienty:

Y1 = anyi + apys + -+ anly
Yo = Qa21Y1 + A22Y2 + -+ 1+ A2pYn

y;L = ap1Y1 + An2Y2 + -+ ApnYn

y1(x)
y() = [ "

Maticovy zapis:
y' = Ay
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Néktera reseni se daji nagenerovat pomoci vlastnich ci-
sel a vektor(i. Je-li v vlastni vektor prislusny vlastnimu Cislu
A matice A, pak

y(x) = eMv

je reseni soustavy. Zkouska:

y'(x) = XeMv
Ay = eMAv

Predpokladejme, ze C" ma bazi slozenou z vlastnich
vektorll vy, ..., v, k vlastnim cislim A, ..., \,. Pak pro

D = diag(Ai, ..., \)

P=(vy,...,vp)
plati
D =P 'AP
Provedme substituci
) = Py ()
y(x) = Pa(a)
7' (r) = P 'y'(z) = P"'Ay(z) = P 'APz(z) = Dz(z)
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Rozepsano do slozek:

21(x) = A zi(x)

2(x) = Ao 2o(2)

2 (x) = N\ zo(2)

Reseni:
z1(z) = CLeM, z(x) = Coe™, ... zy(2) = Cre™®
Cy,...,C, e C.

y(r) =Pz(x) = (vi,...,v,)z(x) =
= C1v1€"" + Covae™? + -+ + Cpvype™”
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7.32. Priklad.

yi = y1 + 3y2 + 33
yé = —3y1 — oY2 — Y3
yh = 3y1 + 3y + s

1 3 3
A=|-3 -5 =3
3 3 1

(viz. Priklad 7.30) vlastni Cislo A; = 1 vlastni vektor (1, —1,1)
Ao = —2 vlastni vektory (—1,1,0) (—1,0,1).

y(z) = Ci(1,—1,1)e" + Cy(—1,1,0)e > + C5(—1,0,1)e >
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Ortonormalni a samoadjungované
matice

skalarni soucin: < X,y >=x1y1 + ToYs + - - - + T, Yy, -

(velikost) norma vektoru: ||z|| = /< z,x >

Vlastnosti skalarniho soucinu: x,y,z € C", a € C

i) <x+y,z>=<xy>+<y,z>
(i) < ax,z >=a < x,y >

(i) < x,ay >=a <X,y >
(iv) < x,y >=<y,X >

(v) <x,x>2>0.

Vlastnosti normy: (o € C,x,y € C")

() [lex]] = fe - [Ix]

(i) [l + vl <[] + Iyl

Jednotkovy vektor: majici velikost ||x|| = 1.
Pro nenulové x € C" je ﬁ jednotkovy vektor.
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Vektory X,y jsou kolmé (ortogonalni) jestlize < x,y >=
0
Pokud jsou x a y kolmé, pak
e+ y[1* = lIxII* + [y [
(Pythagorova véta):

X +ylP=<x+y,x+y>=<XX>+<y,y>=
= [IxII* + Iyl

Jednodimenziondlni projekce:

Necht y € C" je nenulovy vektor.
Projekce na jednodimenzionalni prostor generovany y je
linearni zobrazeni P, dané rovnosti:

y.,.y <xy>
P}’(X) - <X7 > - 2
lyll” Iyl |yl

Plati, Ze x — Py(x) a y jsou ortogonalni:

y.

184



<x—Fy(x),y >=<x,y > — <<X, Y Y Yy >=
Iyl [yl

1
Iyl

<X,y > —

<xy>-<yy>=

=< X,y > —<x,y >=0.

x,y € C,y #0.

x = Py(x) + (x — Py(x))

je ortogonalni rozklad. Podle Pythagorovy véty

1Py ()]1* <[]

Schwarzova nerovnost:

| <xy > <[]yl

Rovnost nastava prave tehdy kdyz jsou x and y linearné
zavislé.
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7.33. Definice. Mnozina A se nazyva ortogonalni jestlize
se sklada z navzajem kolmych vektor(i. Mnozina A se na-
zyva ortonormalni jestlize se sklada z navzajem kolmych a
jednotkovych vektor.

Vyznamnou roli budou hrat ortonormalni baze (systémy
pravolhlych soufadnic).

7.34. Tvrzeni. Je-li U = {uy,...,u,} ortonormalni
baze, pak pro kazde x € C" plati, ze
Xy = (< x,u; >, <x,up >,...,<X,u, >)
Dikaz:
X =@ U] +aug + -+ a,Uu, b 5

< X,U1 >= 01

atd.

7.35. Piiklad. Eukleidovska baze {ei,...,e,} je
ortonormalni baze.

7.36. Priklad. Fourierova baze
Konvence: x = (x(0), z(1),...,z(n — 1))
F={fo,f1,...,fn1}

1 km
fm(k) — EBZW‘?%
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je ortonormalni baze:

w = e@(w" =1)
1 m

%nzlje—lii:m
l 1_w(i—m)n

LIt 28 — Ojelii £ m.

Je-llin=2je
1 1
fo=—(1,1 fi=—(1,—1
0 \/5( ) 1 2( )
Je-llin=4je
f— S(1L111) £ = (14 —1,—)
0_2 ) Ly 4y 1_2 s J> y —J

1 1
f2:§(17_1717_1) f3:§<17_]7_1aj)
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Diskrétni Fourierova transformace:
x e C"

x = \/n[x|F

Ortogonalizace vektorii:
(zména kosotihlych souradnic na pravoihlé)

Méjme nezavislé vektory vy, ..., vy
Vytvorme otogonalni systém se stejnym linearnim obalem

ui,...,Uu;
u; = Vi
< Vag,uy >
w = vy — Py (v2) = vy ||‘21’1H; u;
u; = vy — Py,(vs) — Py, (vs)
< V3, Uy > < vz, u >
= V3 5 W2 5 WUl
[z [lay |
k—1 k;—1<V w >
k
u, = Vk—ZPum(Vk):Vk—Z 2" u,,.
[, |2
m=1 m=1 m

Ortonormalni mnozinu pak dostaneme normovanim zis-
kanych vektord. Tomuto procesu se fika Grammuav-Shemidtiv
ortogonalizacni proces.
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7.37. Dusledek. Kazdy podprostor prostoru C" ma or-
tonormalni bazi. Kazdou ortonormalni mnoZinu je mozno
rozsifit na ortonormalni bazi.

7.38. Definice. Ortonormalni matice je Ctvercova ma-
tice n X n, jejiz sloupce tvori ortonormalni bazi prostoru
CTL

Unitarni zobrazeni je linearni zobrazeni T z C" do C",
které zachovava skalarni soucin, t;.

<Tx),T(y) >=<x,y > pro vsechna x,y € C"

7.39. Priklad. Matice otoceni
cosa —sina
(sina CoS (v )
je ortonormalni matici. Zobrazeni urcené touto matici je
unitarni.

Predpokladejme, ze A je matice se sloupci A = (sy,...,S,)
Spocitejme soucin

AA=|"7|(s1,...,8:) = (< 5,5 >)
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Tedy matice A je ortonormalni pravé tehdy kdyz A*A
je jednotkova matice, tj. pravé tehdy kdyz A1 = A*.

Je-li A ortonormalni, pak

< Ax, Ay >=
=< T181+ X282+ +TpSp, Y181 T Y282+ + +YnSp >=
=T1Y1 +To2Yo + -+ Tp Yy =< X, Y > .

tj.,, X — Ax je unitarni zobrazeni. Plati i opak. Je-
li zobrazeni unitarni, pak sloupcové vektory jsou obrazem
standardni baze a tedy musi byt jednotkové a navzajem
kolmé.

Shrnuti:

7.40. Véta. Pro matici A jsou nasledujici podminky ekvi-
valentni:

(i) A je ortonormalni
(i) A* je ortonormalni
(iii) A
)

(iv) Linedrni zobrazeni se standardni matici A je unitarni.
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7.41. Tvrzeni. Je-li A ortonormalni matice,
pak o(A) C {z € C||z| =1}.

Dikaz: A je ortonormalni a A je vlastni Cislo s nenulo-
vym charakeristickym vektorem v, pak

<v,v>=<Av,Av>=[\*<v,v>

a tedy || = 1.

7.42. Definice. Matice A typu n X n se nazyva samo-
adjungovana, jestlize

A"=A.
Matice A typu n X n se nazyva symetricka, jestlize
A=A

Linearni zobrazeni T' z C" do C" se nazyva samoadjungo-
vané, jestlize pro vsechna x,y € C" plati

<T(x),y >=<x,T(y) >
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Matice A = (sy,...,Sy)
< Aei, €e; >= aj;

< ei,Aej >= < Aej,ei > = Qj -
Tedy matice A je samoadjungovana prave tehdy kdyz,
pro véechna i,5 =1,...,n,

< Aez-,ej >=< ez-,Aej >

7.43. Tvrzeni. Matice A je samoadjungovana pravé tehdy
kdyz prislusné linearni zobrazeni je samoadjungované, tj.
prave tehdy kdyz

< Ax,y >=<x,Ay > pro vsechna x,y € C"

Struktura vlastnich cisel a vektord samoadjungované
matice:

7.44. Tvrzeni. Je-li A samoadjungovana matice, pak
o(A) C R.
Dikaz:
Av = )\v v #0.
ALV, V>I>=< AWV, Vv >=< Av, v >=
=<V, AV >=< Vv, Av>= )<V, V>
Tedy A = \.
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7.45. Tvrzeni. Jsou-li \; a Ay riiznd vlastni &isla samo-
adjungované matice A s prislusnymi vlastnimi vektory v,
vy, pak < vy, vy >= 0.

Diikaz:
)\1 < V1,V >=C )\1V1,V2 >=< AVl,Vg >=
=< Vl,AVQ >=< Vi, AVy >= g < Vi, Vo > .

Tedy < vy, vy >= 0.

7.46. Véta. Pro kazdou samoadjungovanou matici A typu
n X n existuje ortonormalni baze prostoru C" slozenad z
vlastnich vektorii matice A.

Dikaz: Vezméme maximalni ortonormalni systém v, ..., vy

vlastnich vektori matice A a ukazme, ze k£ = n.

Sporem: pokud k < n lze systém vq,..., vy zvétSit na
ortonormalni bazi vi,va,..., vy, uy,..., U, k. Pro jake-
koliv v; a u; plati

<vi,Au; >=< Av;,u; >= \; <v;,u; >=0

Linearni obal V' mnoziny uy,...u,_; se sklada z vektort
kolmych ke vsem vektoriim vy, ..., v;. Podle vypoctu vyse
zobrazi linearni zobrazeni I’ se standardni matici A prostor

V' do prostoru V. T" musi mit ve V' charakteristicky vektor,
coz je spor s maximalitou vy, ..., Vvy.
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7.47. Véta. Spektralni rozklad
Je-li T' samoadjungované zobrazeni, pak existuje ortonor-
malni baze v1,...,v, prostoru C" slozena z charakteris-
tickych vektori zobrazeni ' s vlastnimi Cisly A1, ..., \,.
Pritom T" je nasledujici kombinace jednodimenzionalnich
projekci

Tx) = A\ <X,V1> Vi+ A <X, Vg >Vy+---

+ A, <X, V, >V,.

Dikaz: Pro x € C".
Tx)=T<x,vi>Vi+ -+ <X, V, >V, =

=<x,vi >T(vi)+- -+ <x,v, >T(v,) =
= A1 <X,V1> Vi+A < X,Vy > Vot -+, < X,V, >V,

Kazda samoadjungovana matice je linearni kombinaci
matic

(W, uzu, . . ., uyu)

7.48. Véta. Spektralni véta
Je-li A samoadjungovana matice pak existuje diagonalni
matice D a ortonormalni matice P tak, ze

D =P'AP
Dikaz: Existuje ortonormalni baze vy, ..., v, vlastnich
vektort matice A, které prislusi vlastnim Cislim Aq, ..., A,,.
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Matice P = (vy,...,Vv,) je ortonormalni.
Matice D = diag(\1, ..., \yn).
Z drivéjska vime, ze

D=P'AP.

7.49. Priklad. Spektralni rozklad matice

3 =24
A=|-2 6 2
4 2 3

p(A) = =X+ 120% = 21X — 98 = —(A — T)}(\ + 2)
A =T:...vlastnivektory vi = (1,0,1); vo = (—=1/2,1,0)
A = —2: ... vlastni vektor v3 = (—1,—1/2,1)
Prvni dva nutno ortogonalizovat:

1
w = —(1,0,1)
V2

Up = Vo— < Vo,U] > U] =

= (5. L0} + 3(L0,1) = (~1/4,1,1/4).

Ortonormalni baze slozena z vlastnich vektor( je tedy baze:

1 1 1
ﬁ(l,o,n \/—1,8(—1,4,1) 5(=2,-1,2).
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Predpokladejme, ze A € M,,,,. Kvadraticka forma pri-
slusna matici A je funkce

Q(x) =< Ax,x >= Z a;;z;ix; xeC”

i,j=1

Kvadratické formy je mozno analyzovat pomoci spekt-
ralniho rozkladu matice A.
Predpokladejme, ze matice A je samoadjungovana, ma or-
tonormalni bazi

V:{Vl,...,Vn}

slozenou z vlastnich vektort prislusnych vlastnim cisliim

Ay ooy Ap

Pak pro x s [x|y = (a1, ..., ;) mame

< Ax, x >=
=< A\ Vit oVot- - 4, A\, Vi, @1 Vi+Qo Vot - -y, vV, >=
= Mfar]® + Aofan]® + -+ Nl

7.50. Priklad. Naleznéte osy elipsy

w42 oy =1.

Qz,y) =2 +2y° + zy
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A<1}2 1é2>
det(l_)\ 1/2 >_>\2—3>\+Z.

1/2 2— A 1

Vlastni Cisla: \; = % Ay = %5

Matice soustavy pro charakteristiky vektor \; je

—1/2 —~/2/2 1/2
( 1/2 1/2 —/2/2 )

Charakteristicky vektor je

(V2—-1,1).

Charakteristicky vektor k Ay musi byt k nému kolmy, tj.

(—1,vV2—1)

Osy jsou kolmé primky obsahujici charakteristické vektory.

197



7.51. Definice. Matice A € M, .., je
pozitivné definitni jestlize
<Ax,x>>0 pro véechna x € C" \ {0}.
Matice A € M,,«, je
pozitivné semidefinitni jestlize

<Ax,x>>0 pro vsechna x € C".

7.52. Tvrzeni. Samoadjungovana matice A je pozitivné
definitni pravée tehdy kdyz vsechna vlastni Cisla A jsou
kladna.
Samoadjungovana matice A je pozitivné semidefinitni prave
tehdy kdyz vsechna vlastni Cisla A jsou nezaporna.
Dikaz:
A ma (realna vlastni ¢isla)
Ay Ap
a prislusnou ortonormalni bazi vlastnich vektort
V ={vy,vy,...,v,}. Jestlize
[X]V - (a17 a2, ..., an) )
pak (viz vyse)
< Ax,x >= M |og|* + Ao faolP 4+ Ay P

Odtud tvrzeni vyplyva.
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. 1 1/2
7.53. Priklad. (1/2 | )
3i\/_

ma vlastni cisla a je tedy pozitivné definitni. Vrs-

tevnice funkce

Qz,y) =2° +2y° + zy

jsou elipsy se stejnymi osami.

7.54. Véta. Sylvestryho véta

Symetricka realna matice je pozitivné definitni pravé tehdy
kdyz vsechny determinanty matic z prvk( soucasné v prv-
nich k radcich a sloupcich jsou kladné.
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Princip maxima:

7.55. Tvrzeni. Je-li A samoadjungovana matice, pak

max | < Ax,x > | = g(A)

[Ix[|=1
Dikaz:
A ma vlastni isla [A1| > [Ao] > -+ > |\,| > 0 s orto-
normalnimi vlastnimi vektory vy, ..., v,,.

Pro libovolny jednotkovy vektor x € C" plati

| < Ax,x > | =
M| <x,vi> P <x,vy > PN <x v, > P <
<M <x, v > P <x,vo > P < x v, > ) =
[Adll[x[] = [Ad] -

Odhadu je dosazeno pro vj.

‘ < AVl,Vl >= ‘ < )\1V1,V1 > ‘ = ’)\1‘HV1H2 = ’)\1‘

Pouziti pozitivné definitnich matic:
e Klasifikace a hledani extrémi, optimalizac¢ni Glohy
e Principle component analysis
Kovarian¢ni matice je vzdy pozitivné definitni, je mozné
ji diagonalizovat a nalézt tak linearni kombinace velicin,
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které jsou nekorelované. Data je mozno nahradit kombinaci
veli¢in s rozhodujicim rozptylem - kombinace obrazki v
riznych frekvencnich pasmech, apod.

e Operator energie (Hamiltonian) ve fyzice . ..
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Normy matic a vektoru

K numerickym metodam potrebujeme zobecnit pojem
velikost vektoru.

7.56. Definice. Zobrazeni ||| : C" —< 0,00) se na-
zyva norma, plati-li pro véechnax,y e C"aa € C

(i) ||x|| = 0 pravé tehdy kdyz x = 0.
(i) [Jax| = |af [|x]]
(iti) |z +yl < [|x|| + ||y

7.57. Priklad. e Eukleidovska norma

%]l = V< x, x>

e Radkova (maximova norma)

.....

e Sloupcova (souétova norma)

n
Ixlls =) |
i=1
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o [[x|[r < [[x[l2 < vnllx|[r < vallx]s

e lim, ... x" =x
pravé tehdy kdy? lim,, .. [|x™ — x| = 0.

Maticova norma:

7.58. Definice. Je-li ||-|| norma na C", pak odpovidajici
norma matice A € M, ., je
[All= max [ Ax]].
A
Ja] = max 1]
xA0 - [|x]]

Maticova norma ma stejné vlastnosti jako vektorova

7.59. Tvrzeni. Necht || - || je norma na C". Pro odpo-
vidajici maticovou normu plati

(1) [[Ax]] < [[A][- x|l (A € Myxn, x € C")

() |AB| < ||A[[- |B]| (A, B € M)
Ditkaz: (i) 122 < ||A].

Il

AB All-IIB
(i) [|AB| = maxe PABXI o JALL-[1Bx]
A |x]] T x0 [|x]]

203

= [|Afl-

1Bl



Radkova (sloupcova) maticova norma je dana radkovou
(sloupcovou) vektorovou normou. Maticova norma odpo-
vidajici normé eukleidovské se nazyva spektralni.

7.60. Tvrzeni. Pro kazdou matici A € M,,,, plati

() [[Allz = maxi—1,_n Y i |aij| (maximadlni radkovy
soucet)

(ii) [|Allg = maxj=1. n Yy |aij| (maximalni sloupcovy
soucet)

(i) [[All, = v/o(A*A)
Dikaz: (i) [|x|[z < 1

E : AL

7=1

|Ax|| g = max

.....

< 1 ax Z’aw‘ |z <

.....

7=1
<

< max(Z |aw\) max |z, < maxz ;| -

7=1
Tedy [|Al|r < max; ) 5, |ag]
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Necht pro 7o mame maximalni fadkovy soucet. Volme

X = (SgN Gjy1, SGN A2, - - - , SGN Qi)

Pak ||x|[z < 1.
Pritom 7 slozka soucinu Ax je

n
> aigl = 1A%z
=1

(ii) Podobné
Volme x s ||x||g = 1. Pak

n

|Ax]ls =)

1=1

n n
< (e o] el < max Y ]
T4 7oA

n

E aijxj

J=1

n n

<D lagl-fayl <

i=1 j=1

Tedy

n
1A]ls < max )y ay|
jo4
1=1
Volbou x = e;,, kde jo ma nejvétsi sloupcovy soucet
dosahneme toho, ze

n
1Ax]ls =) aij,]
=1
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(iii) A*A je pozitivné semidefinitni.
[Ax|3 =< Ax, Ax >=< A*Ax,x > .

|A]|2 = max < A*Ax,x >= o(A*A)

[l 2=1
A2 = v o(A*A).
120
7.61. Piiklad. A =010
001
|Allr=3,  [[Alls=3
100\ /120 120
A*'A=[210] (010 |=([250
001/ \0O01 001
1—X 2 0
det|{ 2 5—-X 0 = (1 =N\ =6A+1)
0 0 1—2A

o(A*A) ={1,3+2V2}

A = \/3+2v2
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7.62. Tvrzeni. Pro kaZdou maticovou normu || - || plati

|A] > o(A).
Dukaz: Je-li A\ vlastni ¢islo matice A s vlastnim vekto-
rem v, je
|Av |
= |Al.
Il

e Pro samoadjungovanou matici A plati, ze

[Al2 = o(A).
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8 Numerické reseni
soustav rovnic

Iteracni metody pro systém
linearnich rovnic

Linearni soustava s matici A € M,,.,, a pravou stranou
b e C".

Ax=Db.

Prevede se na Glohu o pevném bodu

x =Hx+q

kde H je iteracni matice a q € C".
X; je reseni tj.

x, = (E—-H) q.

lteracni metoda: vytvarime posloupnost vektorli v C"
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8.1. Definice. Rekneme, Ze iteraéni metoda je konver-
gentni, jestlize pro libovolnou vychozi volbu konverguje po-
sloupnost (x"))2  k Feseni x;.

8.2. Véta. Postacujici podminka konvergence
Je-li |H|| < 1 pro jakoukoliv maticovou normu || - ||, pak
Je iteracni metoda konvergentni a plati, Ze

H|| _
0 _ o< MHE e
HX Xt” =1 _ HHH HX X H .

Diikaz: Je-li |[H|| < 1 pak o(H) < 1.
cE-H)={1-\|X€eoH)}
Tedy nula nemize byt ve spektru matice E — H a tato
matice je regularni.

Z iteracni formule dostaneme postupnym dosazovanim
x5 —HY t (E+H+H? + ...+ H" )q
Polozme
Sy =E+H+H*+ .. +H"!
(E—-H)S,=E - H
lim (B < Jim [E = 0
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Tedy
lim (E—H)S; = E

k—o0
lim Sy = (E — H)™!
Proto
klim xF) = khm (H'x" +8,q) = (E—H) 'q=x,.

Odhad chyby:

x® —x, = HxW — x,) — H(x® — xk=D)

Tedy
I — 3| < (1L} ™ — x| + 1) [ — <)
(1= [P [l — x| < [E]] ™) — xE0])

%) — x|

8.3. Véta. Nutna a postacujici podminka kon-
vergence
Iteracni metoda s iteracni matici H konverguje prave tehdy
kdyz o(H) < 1.

Poznamka: konvergence je tim rychlejsi ¢im je o(H) a
|H|| mensi. Pro spektralni polomér blizko jednicky je pro-
blematicka.
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8.4. Priklad.

11x1 + 229+ 23 = 15
r1 + 10xy + 223 = 16
201 + 3x9 — 8xrz = 1

Prepiseme do tvaru

r1 — ﬁ(15 —2562 —xg)
1
Ty — 1—0(16 — T —2$3)
1
ry = é(—1+2x1+3x2)
2 1
0 =1 —1
H=(-+ 0 -1
1 3
i 5 0
15
16
Q=1 10
1
-8
1 3 9
Hip=-+-=-<1
Bl = +5 =

Iteracni proces:
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1

1 -1 2 T 3
1
ajgkﬂ) = 1—0(16 — xgk) — 2x§k))
1
2D = §@_1+2x¥>+3xfb

5 .

[ = xillr < Slx™ = x4
49 .

[ = xills < ollx™ = x"s

Postupné iterace zacinajici nulovym vektorem
0 1, 36363636363636353 1, 08409091000000002
0 1,6 1, 488636364
0 —0,125 0, 815909090999999975

1, 05643283599999993
10. iterace: | 1,36420807500000007
0, 650708756400000032
Regent:
1.056443024
1.364217252
0.6506922258

Nasobeni matice a vektoru stoji n? operaci, GEM stoji
n?® operaci. Pfiklad ukazuje Jacobiho nmetodu, postupné
upresnovani souradnic je Gaussova-Seidlova metoda.
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ReSeni obecnych soustav rovnic

/naceni:

f:R" — R"
f:(f17---7fn)

Systém rovnic:

f(x)=0

Rozepsano do slozek

f1<l‘1,...,$n) = O
fz(il?l,...,l'n) =0

fn(xl,. .. ,Z’n) = 0

8.5. Priklad.

1

3x1 — cos(xy x3) 5 = 0

x] — 81(z9 +0,1)* +sinas + 1,06 = 0
10w — 3

172 4 205 + Wg ~ 0
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Metoda iterace prevadi tento problém na Glohu o
pevném bodu:

g(x) =x

Existuje mnoho vét a pevném bodé, které jsou zakladem
numerickych metod.

8.6. Véta. Predpokladejme, ze D C R" je n-rozmérny
interval a g je zobrazeni z D do D. Predpokladejme dale,
Ze g ma spojité parcialni derivace prvniho radu a existuje
konstanta K < 1 takova, ze

Oz

provsechnax € D,i,5=1,...n.

n

Pak existuje jediny pevny bod p € D zobrazeni g.
Pro libovolnou volbu poéateéniho &lenu x© € D konver-
guje posloupnost (x")) - dand rekurentnim vztahem

k) (k—l))

x") = g(x
k bodu p a navic plati, ze
Kk
1- K

0)

|x* — pllr < [ — x|
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Metoda prosté iterace:
konstrukce posloupnosti vyse, metoda startovaci, ale-
spon rychlosti prvniho radu.

8.7. Priklad.

1

3x1 — cos(xy x3) 5 = 0

r] — 81(zg +0,1)* +sinas + 1,06 = 0
10m — 3

172 4 2035 + Wg ~ 0

PrepiSeme na Glohu o pevném bodu:

1 ( >+1

Ty = —cos(zow —~

1 ii’ 213) + &

Ty = 5\/x%+smaz3+1,06—0,1

1 10m — 3
— __ primy

BT Ty 60

D=<-1,1>3

Vypocétem a odhady je mozno se presvédcit, ze predpo-
klady predchozi véty jsou splnény:

dgi(x)
(93:]-
na D a tedy

K =3-0,281 =0, 843.

< 0,281
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Iterac¢ni metoda s pocateénim bodem xy = (0,1,0,1, -0, 1).

By zy) ) —xE D)
0 0,1 0,1 -0,1 -

1 0,49998333 0,00944115 -0,52310127 0,423

2 0,49999593 0,00002557 -0,5233631 9,4-1073

3 0,50000000 0,00001234 -0,52359814 2,3-107%

4 0,50000000 0,00000003 -0,52359847 1,2-107°

5 0,50000000 0,00000002 -0,52359877 3,1-1077

Odhad chyby

0, 843)°
(5) _ <<’—0423 <1,15.
Re&ent:
—7r
—(0,5,0, —
p ( Y Y Y 6 )

Chyba je v fadkové normé mensi nez 2 - 1075.
Da se zrychlyt pouzitim nové vypoctenych souradnic.
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Newtonova metoda:

V jednorozmérném pripadé:

flx) =0

f(xr1)
f'(r-1)

Ve vicerozmérném pripadé se nahradi reciproka hodnota

T = Tk—1 —

prvni derivace inverzi Jacobiho matice zobrazeni f(x).
Konverguje pokud zvolime pocatecni aproximaci blizko

reseni - zpresnujici metoda. Konvergence je pak Casto dru-
hého radu.

Posloupnost:

xF) — x(k=1) _ J(X(k’_l))—i f(X(k—l)) .

\ .

. 4 .
Inverzni matice

P¥i vypoctu J(xF~1)~1 f(x(k~1)) se Fedi soustava rov-
nic:

J(x" Dy = f(xFY)y.
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8.8. Priklad.

1

3513’1 — COS(CE’Q $3> —— =0

2

r] — 81(wy 4+ 0,1)* +sinzz + 1,06 = 0

e 12 4+ 2013 +

10m — 3

= 0
3

Vypocet pro stejnou pocatecni aproximaci jako drive:

()

k Ty Tq T3 [x*) — x5V
0 01 0.1 01 ]

1 0,50003702 0,01946686 -0,52152047 0,42

2 0,50004593 0,00158859 -0,52355711 1,70 - 1072

3 0,50000034 0,00001244 -0,52359845 1,58-1073

4 0,50000000 0,00000000 -0,52359877 1,24-107°

5 0,50000000 0,00000000 -0,52359877 0
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