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Funkce f(z) ma singularitu v bodé 0.

a) Stanovte oblast, ve které konverguje hlavni ¢dst Laurentova rozvoje funkce f(z) v bodé 0.

V jakém rozmezi se mize pohybovat polomér konvergence reguldrni ¢dsti tohoto rozvoje?

b)

je hlavni ¢dst Laurentova rozvoje funkce f(z) v bod€ 0. Stanovte funkci

na_n

[eS)
G(Z) = 2n+1zn+l
1

n—
a urcete jeji defini¢ni obor.

¢) Pouzitim integralniho vyjadfeni koeficienti Laurentova rozvoje funkce H (z) v bod€ nula
dokaZte ndsledujici tvrzeni: Pro kazdé R > 0 existuje konstanta M > O tak, Ze

|a—n| S MR"

pro vSechnan € N.

Pozndmka:

1a) viz strany slidii 144-145, vyplyvd z definice singularity, vnitini polomér je nula
1b) integrace ¢len po Elenu napt. slidy strana 126-127

Ic) slide strana 282, téZ skripta cv 9, str. 119

2

Je ddna funkce f(t) a#b,a,b>0.

_ 1
= (% +a?)(2+07)°
a) Pomoci reziduové véty urlete Fourierovu transformaci F'(p) funkce f(¢).
b) Urcete Fourierovu transformaci funkce g(t) = cost - f(2t).

Pozndmka:

2a) Zcela typicky priklad - slide str. 213, priklad na str. 215, priklad & 15 z elektronické sbirky
(pro konkrétni a a b, princip stejny), téZ elektronickd sbirka priklad ¢. 3, ... plus Fada dalsich
prikladii ze cviceni...

2b) typicky priklad na gramatiku, slide 225, modulace prondsobenim funkci kosinus byla téZ
uvedena jako p¥iklad na tabuli na predndsce.

3
Laplacetv obraz funkce f(t) je funkce

1
(p—a)p—b)(1—er)’

kde a,b # 0 a # b. Stanovte vzorcem f(t) na intervalu < 100, 101 >.
Pozndmka: typicky priklad - slide p. 278 pro konkrémi hodnoty a, b; elektronickd sbirka priklad
& 15, fada prikladii — predndska tabule a cviceni ....

F(p) =




4

Zameéstnany Clovek ztrati v daném mésici praci s pravdépodobnosti 0,05. Nezaméstnany ¢lovék
najde v daném meésici praci s pravdépodobnosti 0,45. X je ndhodnd veliCina, kterd pfifazuje

CEEH)

ndhodné vybrané osobé v k— tém mésici jeden ze dvou stavll “zaméstnand” a "nezaméstnand”.

a) Zdavodnéte, ze Xi, k = 0, 1, .. ., je homogenni Markovtiv fetézec a naleznéte jeho matici
pravdépodobnosti ptechodu.

b) Na zacatku je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrand osoba je nezaméstnand 0, 05. Sta-
novte pravdépodobnost p,,, Ze ndhodné vybrand osoba v n— tém mésici je zaméstnand.
¢) Klasifikujte stavy daného Markovova fetézce.
Pozndmka:
4a) viz definice slide p. 373
4b) presné jako na prikladu slide p. 379 — P 11. 38.; misto zdravy a nemocny stavy zaméstnany

a nezaméstnany, konkrémé zadand hodnota p.
4c) obdoba prikladu ze slidu p. 384 — Pi 11. 41.
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(VSechny odpovédi je nutno zdavodnit!)
Funkce f(z) ma singularitu v bodg 0.

a) Predpokladejme, Ze O je podstatnd singularita. Stanovte typ singularity 0 pro funkce

g(z) = 2" f(2) a h(z) = L5
b) Stanovte lim,_ f(z) za pfedpokladu, Ze O je jednoduchy pél funkce

e f(z).

¢) Predpoklddejme, Ze existuje konstanta M > 0, pfirozené ¢islo k € N, a prstencové okoli

nuly P tak, Ze pro vSechna z € P plati nerovnost

M
< —.
FEI S o
Jakého typu miZe byt singularita 0?

Pozndmka:

1a) Feseno na cviceni, jinak téZ skripta Cv 2, 8, str. 146 (elektronickd verze skript p. 143-144).

1b) primo z definice polu vyplyvd, Ze limita je nekonecno

Ic) vyplyvd z diskuze rychlosti konvergence v polu na predndsce - slidy p. 160-161. Podobnd

cvicent skripta 7-11 p. 146 (elektronickd verze skript p. 144).

2

Je dana funkce 41

z

f(z) = :
zZ—«

kde « € C. UrCete obraz f(D) jednotkového otevieného kruhu

D={zeC]||z| <1}.

(Proberte vSechny piipady v zavislosti na v !)
Pozndmka:
priklady na slidech 56, 57 vyuZivaji kruhovou inverzi ze slidu p. 17

3

a) Pomoci reziduové véty naleznéte Fouriertiv obraz funkce

1

T0=15

b) Pomoci predchoziho vysledku feste diferencidlni rovnici

=2y"(8) +y(t) = h(t),
kde h(t) € L*(R). (V¥sledek vyjadiete v integralnim tvaru!)

Pozndmka:
3a) slide str. 215, elektronickd sbirka priklad ¢. 5, Fada p¥ikladii na cvicenich

vvvvv



3b) Obdobné jako na slidu & 235, téZ elektronickd sbirka priklad & 17, fada prikladii na cvicenich,...

4

Posloupnost (a,)ny mé Z-obraz F(z) = Ln Zt

z—

1
1.
a) Stanovte posloupnost (ax,).

b) Stanovte Z(na,)n—o-

Pozndmka:

4a) Analogie prikladu ¢. 6 skripta p. 119 (elektronickd verze skript p. 117) - 7 rozvoje se hned
odectou koeficiety.

4b) Jen véta o derivaci Z-obrazu (slide p.291)!
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(VSechny odpovédi je nutno zdavodnit!)

oo
n=-—oo

a) Funkce F'(z) ma k-ndsobny pdl v bod& 0 a Laurentdv rozvoj anz". Stanovte

lim,_.o 2! F(2) v zdvislosti na celo¢iselném parametru [.
b) Funkce f(z) je holomorfni v otevieném kruhu D = {z € C| |z| < 1}. Pro kazdy bod

zo € D plati, Ze koeficient a2 v Taylorové rozvoji funkce f(z) se stfedem v bodé& zo je
roven nule. Cemu je rovna funkce f(z)?

Pozndmka:
la) Aplikace véty 6.12 slide p.163
1b) piiklad na Tayloriv rozvoj, priklad skripta 12 p. 96 (elektronickd verze skript p. 93)

2

C je kladné& orientovand kruZnice |z| = 1/2.V zavislosti na parametru « € Z urcete integrél

3
/(z +z+1+ z+1 )dz
c ze 1—cosz
Pozndmka:

prvni scitanec standardni reziduum, druhy analogie Ulohy na str. 143 ve skriptech (elektronickd
verze skript p. 140), podobny priklad na cviceni, podobny priklad skripta p. 167 (elektronickd
verze skript p. 165) atd.

3

Je dana diferencialni rovnice

y'(t) +y(t) = h(t),
y(0) = 0, kde funkce h(¢) ma Laplacelv obraz

1
He) =T —emp—2°

Naleznéte y(¢) na intervalu < 2,3 >.

Pozndmka:

metoda odstépent pdlu, podobné slide p. 278, Fesené priklady na predndsce, elektronickd sbirka
18-21.

4

Urcete korelacni funkci staciondrniho procesu, jehoZ spektralni hustota je

2
f( )23114'

Pozndmka:
Analogie prikladu na slidu p. 367.
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Vsechny odpovédi je nutno zduvodnit!

1. Necht funkce f(2) je celistvé (tj. holomorfni v C) a |f(2)| < |z| pro v8echna z € C.
Dokazte, Ze potom f(z) = az, kde a € C.
Pozndmka:
Aplikace Liouvilleovy véty ze slidu p. 105.

2. Je ddna funkce P
z
(a) Naleznéte Laurentovu fadu funkce f(z) v prstencovém okoli bodu zo = 0.
(b) UrcCete reziduum funkce
1
9(z) = 250 (2)
v bod€ zg = 0.

Pozndmka:

(a) Typicky priklad, slidy p. 152-154.

(b) Definice rezidua + bod a); stali pouze zjistit hodnotu prislusného koeficientu v
Laurentové rozvoji funkce g(z).

e sin(ax) de
z(x? +b2)

3. Vypoctéte

kde a,b > 0.

Pozndmka:

Naprosto typicky priklad - “teorie” potrFebnd k vypoctiim je na slidech p. 188 a p. 190.
Je mozné také vyuZit primo vzorec ze skript p. 162 (elektronickd verze skript p. 160). Ob-
dobné priklady lze nalézt napt. ve skriptech p. 172 (elektronickd verze skript p. 170).

4. Nechi o € Ca (an) € Zo. Pomoci Z-transformace naleznéte fesen{ difereneni rovnice

n
—k
Ynt1 + Yn = Za” ax
k=0

s pocatecni podminkou yo = 0.
Pozndmka:
Dalst typicky priklad - podobny piikladu ze slidu p. 326.
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(VSechny odpovédi je nutno zdivodnit!)
P(2) a Q(z) jsou polynomy s redlnymi koeficienty, které namaji kofeny na redlné ose. Polynom
P(z) md stupeti n a polynom Q(z) md stupeit n + 2.
a) Stanovte
lim P(z) el*
R—o0 Cr Q(z)
kde Cr = {z € C| Imz > 0,|z| = R}.
b) Predpoklddejme, Ze vSechny kofeny polynomu @ leZi v kruhu |z| < R. UvaZujme kladng&
orientované kfivky Kr = {z € C| Imz > 0, |z|] = R} U[—R, R]
aHr ={z€C| Imz <0,|z| = R} U[—R, R]. Ukazte, ze

dz,

PG [ PG,
PENCTE R T R

Pozndmka:

1a) Jednodussi verze nerovnosti v Jordanové lemmatu - slidy 184-187; téZ slidy 180 a skripta
strana 155, 156 (elektronickd verze skript p. 153-154).

1b) Reziduovd véta + diisledek 7.2. ze slidu p. 175

2

Je déna funkce L
F(z)=In(1+ 2—4)
a) Stanovte Laplacetv vzor k funkci F'(z) (ve form& Taylorova rozvoje).
b) Stanovte inverzni Z-transformaci funkce F'(z). NapiSte prvnich deset ¢lend.

Pozndmka:

2a) Primo rozvoj v okoli jedna slide p. 136, jesté primocareji slide p. 154 + Véta ze slidu p. 247.
2a) Definice Z-transformace + bod a)

3

Je dana diferen¢ni rovnice

Ynt2 + Zak Yn—k =1,
k=0

kde o € C\ {0} je parametr a yo = y1 = 0.

a) Urgete Z-obraz poslupnosti (yn)s—o (pro obecny parametr c).
Nyni feste jednu z nésledujicich tloh:

b) Projaké o je feSeni zadané linedrni rovnice linedrni kombinaci mocninnych posloupnosti?
(Nutno zdtvodnit !)



c) Naleznéte feSeni dané diferen¢ni rovnice pro hodnotu parametru o« = —2.
Pozndmka:
3a) Priklad na slidu p. 326 pro o = 2, elektronickd sbirka priklad 25.
3c) Priklad na slidu p. 326, elektronickd sbirka priklad 25.

4

(Y5,)5%4 je Casovd Fada bilého Sumu s rozptylem o2 a nulovou stfedni hodnotou. Definujme
posloupnost klouzavych souéti vztahem

Xn = Yn +3Yn—1 +Yn—2 ,n c Z.
a) Stanovte jednorozmérnou kovarianéni funkci R(n) procesu (X, ). Nakreslete jeji graf!

b) Stanovte spektralni hustotu procesu (X, )n2q ve tvaru trigonometrického polynomu.

Pozndmka:
Priklad ze slidu p. 372, resp. p. 361, jen zménény koeficienty.
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Je déna raciondlni funkce R(z) =
m ostfe vEetsi nez n.

P(z)
Q(=)’

kde polynom P(z) md stupeii n a polynom Q(z) stupefi

a) Stanovte resoo R(z).
b) Predpoklddejme, Ze Q(z) ma pouze jednoduché kofeny. Ukazte, Ze funkce

=Y Dl

{a€C| Q(a)=0}

je inverzni Laplaceova transformace funkce R(p).
Pozndmka:
la) Primo feseny priklad skripta p. 145 (elektronickd verze skript p. 142).
1b) Dosazeni do vzorce ze slidu 260 + Tvrzeni 6.15 ze slidu 169.

2

Je déna redlna funkce dvou proménnych
uw(z,y) =z + 2y +ax® —y> +€° cosy,
kde o € R.
a) Stanovte « tak, aby u(z,y) byla redlnou &asti celistvé funkce.

b) Pro tato « stanovte vSechny celistvé funkce s redlnou &asti rovnou funkci u(z, y).

Pozndmka:

2a) podminka harmonicnosti — slide p. 47

2b) podobné jako iiloha ze skript p. 39 dole (elektronickd verze skript p. 37) + dalsi priklady na
cvicent.

3

Je dana funkce

£ =t (1(t) — 1(t - 1)).
a) Stanovte Fourierovu transformaci funkce f(¢).
b) Stanovte inverzni Fourierovu transformaci funkce g(¢t) = f(2t + 1).
¢) Pomoci bodu a) stanovte komplexni Fourierovy koeficienty funkce f(t)
na intervalu < 0,1 >.
Pozndmka:
3a) pFimo z definice Fourierovy transformace

3b) jen zdkladni gramatika
3c) viz slide p. 216




4

Je déana funkce .

F(p) =
=G —ara ey
kde a € R ak € N. Funkce f(t) je Laplacetv vzor funkce F'(p).

a) Na zdkladé metody odsté€peni pSla stanovte kvalitativng neustdlenou slozku funkce f(t).
b) Pro pfipad @ = 0 a k = 1 naleznéte pomoci metody rezidui sinové-kosinovy tvar Fourie-
rovy fady periodické €asti funkce f(t).

Pozndmka:

4a) staci citovat slide p. 271, mnohokrdt modelové priklady na predndsce i cviceni

4b) podobné jako piiklad 9.24 ze slidu p. 275 + priklady na cviceni + priklady v elektronické
sbirce (naprt. 14).
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