10. Reseni prikladd

X Yoy

Toto je volné& 3iFena priloha ke skriptim Navara, Olsdk: Zdklady fuzzy mnozin, Vyda-
vatelstvi CVUT, 2002. Viz téZ http://math.feld.cvut.cz/skripta/fuzzy.html.

1.34=  h(A) =1, Supp(A) = {3,4,5,6,7,8}, core(A) = {3}, card(A) = 3,2.

X, univerzum neni v piikladu dano pro « =0,
Supp(A) pro « € (0; 0,2),
{3,5,6,7,8} pro « € (0,2;0,3),
Rala) =1 {3,6,7,8} pro a € (0,3;0,4),
{3,7,8} pro « € (0,4;0,6),
(3,7} pro « € (0,6;0,7),
{3} pro a € (0,7; 1).

1.35= h(A) =1, Supp(A) = (10, ), core(A) = @,

R proa =0,
Rala) = (10, 10+ ,/2 —1) pro « € (0,1),
0 pro o = 1.

1.36 = h(A) = %, Supp(A) = (3 — 5,3+ %), core(A) = ¢,

R pro o =0,
JRA(O{) _ <3 _ arccosZ(Scx—l), 34 arccosz(sa—1)> pl'O = (O, %)}
0 pro « € (2,1).
1.37 —
o) pro x < O,
£+1 proxe(o, 1),
nalx) =11 pro x € (3,1),
=% pro x € (1, 3),
o) pro x > 3

1.38 = core(A) = {0}, h(A) = 1, Supp(A) = (-2, 2),

o pro x ¢ (-2, 2),

1-— \/g pro x € (-2, 2).

pnalx) = {

1.39= A={(1;1),(2;0,7),(3;0,2)}, A € £({1,2,3,4}), card(A) = 1,9.

1-40= 0 pro x ¢ (3,7),

nalx) = { 1— i5¥|1/p pro x € (3, 7).
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Pro p = 1 je grafem ,rovna stfecha®, pro p = 2 je grafem ,prohnuta stfecha” (dvé

2 %2

konvexni ¢asti) a pro p = 1 je grafem ,vypoukla stfecha (dvé konkavni asti).

1.41 = a) Neni systémem Fez1l, protoze neplati (R2) v€ty 1.14 (monotonie systému feza).
b) Neni systémem Fezil, protoze neplati (R3) véty 1.14. Prinik otevienych inter-
valti (5 —2(1—a)f; 5+2(1—a)f) pro a < B je uzavieny interval.

1.42 = o-fez nemusi byt uzaviend mnozina, miZe to byt oteviend mnozina. Napiiklad
Ra(1/2) = (0, 1) pro
0 prox ¢ (0,1),
nalx) = { 1 prox e (0,1).
Je-li funkce pfisludnosti spojita, pak podle definice fezu (1.1) je kazdy fez uzavi‘ena
mnozina (vzor uzavieného obrazu spojité funkce je uzaviena mnozina).
1.43 = Pouze (R2). Misto (R1) plati $4(1) = ¥ a misto (R3) plati 84(8) = U Salx).

a>f

2.96 = Necht ¢; < ¢, jsou dv€ rovnovazné hodnoty. Podle (N1) musi —¢; = €1 > =y = €,
tedy e, = e,.

2.97 = Predpoklidejme: —=iooo i, —=jo= oj 1, tj. —=joiooo itoj L
Je-li — fuzzy negace a j je rostouci bijekce, pak existuje rostouci bijekce i a — je
generovana rostouci bijekci j o i ze standardni negace. Tj. — je fuzzy negace.
Obricené: Jsou-li - a — fuzzy negace, pak joi je rostouci bijekce a také i je rostouct
bijekce. Potom j = joioi™" je rostouct bijekce, kterd generuje fuzzy negaci — z fuzzy
negace —.

?
2.98=(N1): Pro o < B a A > —1 ov&fime % < %, to je ekvivalentni s nerovnosti

? ?

(1—B8)(1+42ra) < (1 —a)(1+ 1) atoje ekvivalentnis (A + 1)« < (A + 1) B, a to zjevné

plati.
(N2):
-5 Y5 G+ le
I+rihe S A+l

2.99 = Podle (2.1):

o + - A l1-«

i) Sihe o+ 1-— 55 l4+a)l4+ra)—14+a 1 2a+ra+ ra?
a = = = = —

1
2 2 2 1+ Ao T2 1+ Ao

2.100 = Musi podle (N2) platit (1 — (1 — )®)” = . Pro w = 0 to neni splnéno. Po tGpravé:
1—a'/% = (1 — «)® vidime, Ze to je splné&no jen pro w = 1.
2.101 =  Pro jednoduchost zvolme o = ¢ (rovnovazna hodnota) a

0 prox <o,
palx)={x proxe(o,1),
1 prox>1.

-0 -



Pak je Rala) = (6,00) a Ry(a) = (—oo,¢). Tyto dva intervaly si nejsou vzdjemné
dopliikem, protoZe oba obsahuji bod e. Pfi o # ¢ se interval R («) od dopliiku
intervalu Ra(«) lisi jesté vyraznéji.

2.102 = (T1): zfejmé, (T2):

By

aABAY)= amﬁ = oy
2—a+la0—1) 505 4-20-28-2y+af+ay+ By +afy
Totéz vychéazi pro (« AB) A y.

(T'3):

Kl af =0t(2—0!—,3+0!/3)—0t,3(—1+0t)= a(2—a) -0

B 2-—a—p+ap 2—a—B+ap)? 2—a—pB+ap)* ~
(T4): w1

2—a—1l+a
Je archimédovska:
062 CUZ

_ 2
2 o —a—of 111 _ap <a”<a proac(0,1).

Je striktni, protoze d(a A B)/9B > 0 pro a # 0. Neni tedy nilpotentni.

2.103 =  (S1): zfejmé. (S2):

1
w

@V (B y)= (@ + (B +y" — BUy")" —a® (BY + ¥ — BUy") ") =
— (aw + ,Bw + yw _ O(w,Bw _awyw _ IBwyw _l_awﬂwyw)ﬁ
To samé vychézi pro (« v B) V y.
(S3):

i (@ + B — awﬁwﬁ _ 1 (@ + B — awﬁwﬁ—l (o + wﬁw—l _ wawﬁw—l) _
a8 w

1 1_
= (@ + A1) (@ +wp (1 a®) 2 0
(S4): (¢ 4+ 0" — a® - O")x =a.
Jiny postup: jedna se o fuzzy disjunkci generovanou ze souéinové disjunkce ros-

touci bijeket i(a) = a®.
Je archimédovska a striktni, viz vétu 2.78.

2.104 — slzapspl=1-max(l-a+1-p—-1,0)=1-max(l-—a—B,0) =

=min(a +,1)=a VB

Soap B =1-(1-a)1-p)=1-(1—a—f+af)=a+ph—af =

=aVp
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—(=a p=B) = —min(=a, =) = max(—= —a, == ) = max(e, f) =

<o

—aVp
(ma)=a pro-pg=1,t.=0
(-B)=8 proca=1Lt.a=0"8_,0p
1 pro ostatni ptipady

-
-/

-0

Predpokladejme navic o B = (- vV - B). Pak:

apf==lraVopl=aalnnesaap) Zanp

takZe nemusime ovéfovat dualitu znovu od disjunkce smérem ke konjunkci.

2.105 =  Sotek: nejedn4 se o predchozi priklad ale o priklad 2.103.
alapaVap)=gn(l-a’+1-4"-(1-a")(1-8)
—(1-(1—a"B) =ap=a V8.

2.106 = 1. Necht r > 0:

B a B C1 rx
lr(a)_r+(1—r)a_ p U (X)_1+(r—1)x'
o B roe— L
N ‘3 _ ir_l ( ) ) _ r+(1-r)a r+(1-r)B _
_ rap _ rap _
S (r+(-na)(r+1-np)+(r—1ap  r{r+at+pf—ra—rf—af+rap)

_ op
Cr+(A-rn)(a+B—ap)
2. Necht r = 0. Pfedpoklddejme nejprve o # 0, B # O.

, Lol . ¢
ola)=¢ = =x, tj. ij'(x)=

T c—Inx’
. _ploa _ 1B c 1 Olﬂ
“ﬁ\ﬂ=lol<6’67-e”ﬂ>: _ - - .
) C—f—C(l;—a-f—%) 1+%ﬁa(lﬂ) a+pB—apf

Pro = 0nebo g =0je a4 B =0, coz je v souladu s tim, Ze i5*(0) = 0.
Pro r = 2 dostavame fuzzy konjunkci z piikladu 2.102.

2.108 = 4 = A vychéazi snadno po dosazeni. Dile jeproa #1a g #1

lim op =0
r—ocor+ (1 —71) e+ B —ap)

aproa =1je Wo’w = B. Podobné pro g = 1 vychazi « s\ B = «. To odpovida

drastické konjunkci. Pozndmka: hodnoty konjunkci pro « = 1 nebo g = 1 vyplyvaji
také pfimo z podminky (T4).



1.109 =

2.110 =

2.111 =

2,112 =

3.44 =

Predpokladejme: « A 8 = i~ (i) 4 i(B)), &« A B =~ (jle) A f(B)), .
ap B =i (iljle)) 4 i((B))) -

Je-li A striktni fuzzy konjunkce a j je rostouci bijekce, pak existuje rostouci bi-
jekce i a / je generovana rostouci bijekei joi ze sou¢inové konjunkce. Tj. 4 je striktni
tuzzy konjunkce.

Obricené: Jsou-li A a A striktni fuzzy konjunkce, pak joije rostouci bijekce a také
i je rostouci bijekce. Potom j = joioi™! je rostouci bijekce, kterd generuje striktni
fuzzy konjunkci A z konjunkce A.

Jako v 2.109. Pouze zamé&nime 4 za A a slovo striktni za slovo nilpotentni. Misto
veéty 2.42 pak pouZijeme vétu 2.46.

Necht A je fuzzy konjunkce a — je fuzzy negace. Ov€fime, Ze a V g = =(-a A = B)
je fuzzy disjunkce. Komutativita je z¥ejma. (S2):

aV(BVy)=aVa(=mBaroy)=o(maroa(=BAoy) (I\IZZ)—,'(—,'W/.\(—,'ﬂ/.\T'V)) ‘=

=a((rar-B)any)=-=(@VB)Vy
(S3): Necht B <y, tj. = 8 > = y. Pak plati:

. (T3) . . . .
“laVB)=man-B > manrmy==l@Vvy), t. avB=<aVvy.

. T. N.
(S4):a VO =(zar=0)==nlzaarl) D na P a.

U fuzzy konjunkce odvozené z fuzzy disjunkce postupujeme analogicky.

Rezovia konzistence ma vtomto p¥ipadg tvar: R4 («)NRp(e) = Rans(a), pro viechna
a € (0, 1).

Rale) N Rpla) = {%; (al*) = @) A (up(x) = @)} = {x; min(ualx), up(x)) = o} L

= {x; pna(X) A up(x) > ot} = fRA@B(Ol)-

Pro jiny nez standardni prinik nemusi byt splnéna rovnost (1).
Podobnou tvahu bychom udélali pro sjednoceni.

Sotek: Yagerova konjunkce je ve skuteénosti tvaru:
apB =ma,x(1— ((1—a)“’+(1—ﬂ)“’)5,o).

a nikoli jak bylo uvedeno v odstavcich 2.28 nebo 2.81.
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Dile je zFejmé, ze Yagerovy operace se standardni negaci nespliiuji zdkon kontra-

dikce ani zédkon vylouceného tfetiho. Stali zvolit w = 2 a o = 1:

1 1\2 1
aﬁ?a=max(1_(2+z) ,O)=1—E?&O.

v min (1+1>% 1 ! #1
o - = — — , [ .
s 4 4 V2

3.45 = Ov3emzZe viechny vzoretky pro « € {0,1}, 8 € {0, 1} se shoduji s klasickou impli-
kaci.

3.46 = aAla > B)=max(a+ (@ B)—1,0) =max(a« +sup{y : a+y —1 <8} —1,0) =

_{max(a+1—1,o)=a proa < pB

max(e +1—a+p~1,0=p proa>ﬁ}=min(a’ﬁ)=“/s\ﬂ-

a A (o 5> B) = min(e, « - B) = min(«, sup{y : min(a,y) < B}) =

_ | min(e,1)=a proa <p
_{min(a,ﬂ)zﬂ pro o > f

}:min(a,ﬂ):a/s\ﬂ.

a-1l=a proa=<p

ag(aéﬂ):a-sup{y:ayfﬂ}={a.ﬁzﬁ pro o >

}:min(a,ﬂ):a/s\ﬂ.

3.47=  Neplati.
3.48 = Zamé&fime se na prvni ¢ast vzorce z navodu. Je-li « < B, pak podle véty 3.20 plati:
(@ 2> B) > p=1- p=p=maxa,p).
Uvazujme nyni o > 8. Podle definice < je:
(> p) > p=sup{s: s asuply: any < p} < p}.

Konjunkce a) Lukasiewiczova, b) standardni i ¢) sou¢inova spliiuji, Ze vnitini supré-
mum bude realizovano v bodé y, pro ktery plati « Ay = B (neni tedy mensi, ale pfimo
se rovnd). Ze striktni monotonie fuzzy konjunkce pak plyne, Ze vné&jsi suprémum
bude rovno &islu «, protoze jedin€ a A y = B. ProtoZe je « > B, jsou v bodé& « striktné
monoténi i konjunce a) A a b) 4. Mame znovu vysledek: max(«, g).

V druhé ¢asti vzorce z ndvodu (8~ a)~> « je pouze prohozeno 8 za a, tj. dostavime

stejny vysledek max(e, 8). Dohromady dostidvame:

max(«, B) A max(a, B) = max(e, f) =a V B.

3.49 = Godelova implikace se aplikovanim rostouci bijekce nezméni.



3.50 = ) ) a—>f prop =<y,
a— (BAy)=a—>min(B,y)= )
«—>y prog=>y,

a—>pf prop =<y,

(@ = B)Ala = y)=minle > B,a > y) = .
@y propg>y,

Tedy prava strana prvni rovnosti se rovna levé. Podobné bychom ové&fili ostatni
rovnosti.

4.48 =  Reflexivita: ur(x, x) = ur(x, x). Symetrie: urlx,y) = urly, %), pak ur(y, x) = ur(x,y).
Antisymetrie: (R™})™! = R a plati: RN R C §, pak R"! N R C §. Tranzitivita:
Yy € (0,1) : ur(X,y) A ur(Y, %) < urlx, z) pak Yy € (0, 1) : ur(z,y) A ur(Y, %) < ur(z, x).

4.49= Musi R € F(A x B) a S € F(B x A). UvaZujme R,S € ¥({1,2}?) a necht
ur(2,1) = us(1,2) = 1 ajinde jsou hodnoty nulové. Pak

:u'chS(ly 1) = SUP{MR(L 1) A MS(ly 1)7 IU'R(]-y 2) A MS(Zy 1)} =0
:u'chR(ly 1) = SUP{MS(L 1) A MR(ly 1)7 ,u'S(ly 2) A MR(Zy 1)}=1

Na fuzzy konjunkci v tomto p¥iklad€ nezalezi.

4.50 = Postupujeme podobné, jako v piikladu 4.9. Vzdilené& to pfipomina nasobeni ma-

tic. 0 1 2 0 1 2
o |0,30|0,10] 0,30 o |0,50|0,50]0,50

Re¢S: 1 10,60|0,40]0,60 SeR: 1 10,70]0,80|0,90
2 |0,90|0,50]0,80 2 |0,70|0,70] 0,70

o 1 2 o 1 2

o |0,30(0,05]0,21 o |0,35[0,40|0,45

ReS: 1 10,60|0,20]0,50 SeR: 1 10,70]0,80|0,90
2 10,90/0,35/0,80 2 |0,49|0,56 0,63

o 1 2 o 1 2

o |0,30|0,00]0,20 o |0,20|0,30]0,40

ReS: 1 16,60|0,00|0,50 SeR: 1 10,70]0,80|0,90
2 |0,90|0,20]0,80 2 |0,40|0,50 0,60

o 1 2 o 1 2

o |0,30|0,00]0,20 o |0,00|0,00]|0,00

RgS: 1 1o,60|0,00]0,50 SgR: 1 10,70|0,80|0,90
2 |0,900,00]0,80 2 |0,10|0,20]0,30




Resent prikladii

4.51 = Je uzite¢né ve vzorci pro relaci S pfeznacit proménné:

y+3%
_ |75 proye(l,2)aze{-1,0),
Hsly, 2) {O jinde.

URes(X, 2) = sup{ur(x,y) A us(y, z)} = sup {ur(x, y) A us(y,z)} =
yeR ye{l1,2}

= max{ur(x, 1) A us(1,2), ur(x, 2) A us(2, z)},

protoZe kladné supremum dostaneme jen pro y € {0,1,2} ay € (1, 2), tedy y € {1, 2}.
Nenulovy vysledek dostaneme jen pro x € {0, 1,2} a z € (—1,0), takZe pFedpokla-
dejme z € (—1,0) a pocitejme pro tfi riizni x:

1+% 243z 24z

x=0: /’LROS(Oyz):ma‘X 02N ——303N——( =03/ ——,
: 2 2 2

1+3% 2+3 2+3z

X=1: [Res(1,%)=max{0,5/N——; 0,6/ = 0,6 A ’
: 2 2 2

1+z 243z 243z

X=2: [Res(2,%)=max 0,8/_\T; 0,9 A 5 =0,9 A .

Ve viech piipadech byl druhy prvek mnoziny vétsi, protoZe jsou vé&tsi oba argu-
menty konjunkce A. NezaleZi tedy na konkrétni fuzzy konjunkci. Dosadit za fuzzy
konjunkci 4, 4, A zvlddne jiZ ¢tenar sam.

V ostatnich piipadech je pres(x, z) = 0.

4.52 =
1 prox=y =0
URr(X, Y) = min(x,y) ..
e ® ) jindy.

Necht x # 0,% # 0 a bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme x < .
{min(x, y) N min(y, z) } VX%

max(x,y) ° max(y, z) R

/LRgR(x ,%) = sup
y€(0,1)

Pro y € (0,x) ma levy zlomek hodnotu £ a pravy hodnotu {. Minimum (vysledek

konjunkce 4) je £. Pro y € (x,1) mé levy zlomek hodnotu % a pravy hodnotu ¥ a

minimum je §. Uprostfed pro y € (x,z) ma levy zlomek hodnotu ¥ a pravy hodnotu
y o e v . % Y X
2 a tyto funkce se protinaji v bod€ \/xz. Vlevo od tohoto bodu je mensi { a vpravo R

Vidime tedy, Ze funkce ;1;2((?-';)) A E;i((’;z)) v promé&nné y roste linedrné& az po bod /xz
a pak klesid. Maximum této funkce je rovno hledanému suprému a jeho hodnota je

N

) Pro x > % vychazi analogicky @
Necht nyni x = 0,% > 0. Pak ug(x, y) ma hodnotu 0 viude jinde nez v bod€ y = 0,
kde ugr(x,y) = 1 Staéi tedy vyhodnotit supremum pro y = 0:
min(1, %)

0,z2)=1N———=%
/fLRgR( ) %) " max(1, )

-8 =



Analogicky pro x > 0,z = 0 vychézi uger(x, 0) = .
Koneéné pro x = z = 0 je suprémum nabyto v bod€ y = 0 a jeho hodnota je 1.
Mime tedy 1tRgr(0, 0) = 1.

4.53=  pugr(x,y) = 1 — |x—y|. Relace je zFejmé& reflexivni a symetrickd. Zkoumejme
--tranzitivitu:
QI—|x—ypAl—|y—z))<1—Ix—x|.

Necht x =0,y = 1,z = 1. Pak mame

<0

N | =

A

N | =

a to neplati pro 4 ani pro 4. Relace tedy neni S-ekvivalenci ani P-ekvivalenci. Po
dosazeni p dostavame:

1|y —yl+1-fy—z[-1=1-(x—y[+ ]y -z <1-lx—a,

tedy: |x—y|+ |y—%| > Ix—z| a to je trojihelnikova nerovnost. Relace tedy je
L-ekvivalenci.

4.54 = Musime zjistit, kdy Rgos(a) = Rrla) o Rsla), tj.:
{(x, 2); wros(X, %) = a} = {(x,y); ur(x,y) = a} o {(y,2); us(y, 2) > }
Prava mnoZina se da rozepsat takto:
{(%,2); 3y : url%, y) = o A psly, z) > o} = {(x, 2); Iy : min(ur(x, y), usy, 2) > o}

Necht dile mnozina, ve které se pohybuje y, je kone¢na (suprémum je nabyvéno).
Bez tohoto pfedpokladu neni ani standardni sklddani ¥ezov€ konzistentni, viz 4.23
a 4.24. Levou mnoZinu rozepiSeme takto:

{(x,); sup(urlx, y) A sy, ) = o} = {(x,2); Iy : urlx, y) A usly, =) > o}

yeY

Vidime, Ze levd mnozina se rovna pravé jen tehdy, kdyz pouZijeme standardni fuzzy
konjunkei.

4.55=  Mame ovéfit, zda R je --antisymetrickd < Rgr(a) je antisymetrickd Vo € (0, 1).

Necht x # y. Vime, Ze R je --antisymetrickd praveé tehdy, kdyz pur(x,y) A urly, x) = 0.
Déle s antisymetrii Fezu Rg(«) je ekvivalentni ug(x, y) > (x/\,uR(y, X) > o =0Va € (0, 1).
Lukasiewiczova antisymetrie: staéi zvolit ug(x, y) = ur(y, x ) 2 aje ziejmé, Ze vyroky

nejsou ekvivalentni: ostra konjunkce nedéva nulu proo = 3. Soucmova antisymetrie:
plati, protoZe oba vyroky jsou ekvivalenti s tim, Ze aspoti jedno z €isel ur(x, ), ur(y, x)
musi byt nulové.
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4.56 = Mame zjistit, kdy plati ekvivalence:
Rje -tranzitivni <  Rg(«) je tranitivni Vo € (0, 1).
To je totéz, jako:
Yy wr(X, Y) A ur(Y, ) < ur(X,3) & Va > 0: ur(%,y) > o A ur(Yy, 2) > @ = ur(x,z) > a.

Vyrok na pravé strané lze piepsat: Vo > 0 : min(ur(x, y), ur(Y, %)) > o = prlx, %) > o
a to je ekvivalentni s: min(ug(x, ), ur(y, %)) < urlx,z). Vidime tedy, Ze ekvivalenci
vyrokt lze splnit jen pro standardni konjunkei.

Tento dokument zatim neni aplny. Postupné jej budu dopltiovat, jakmile se pfi-
nutim znovu zabyvat se skripty ,Zaklady fuzzy mnozin“.

Najde-li zde n€kdo chybu, prosim, informujte mé o ni na petr@olsak.net.

Dékuji.

29. 5. 2005 Petr Olsdk
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