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Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

Vazeni studenti,

tento dokument obsahuje feseni ke cvicenim, ktera najdete ve skriptu Uvod od algebry, zejména
linedarni. Zatim nejsou uvedena feseni vSechna, ovSem postupné béhem semestru budu pridavat dalsi.
V textu se znovu neopakuje zadani cviceni, abychom usetfili misto na papiru. V ptipadé, ze byste si to
chtéli tisknout, jisté uvitate, ze je stranek co nejméné. Ze stejného divodu je text psan velmi strucné a
,husté“, takze v zadném piipadé nemiize slouzit jako ukézka, jak ma vypadat dobra typografie. Slo mi
skute¢né hlavné o tisporu mista.

Po pravé strané kazdého ¢isla ptikladu (jako horni index) je uveden ¢iselny didaj v rozsahu 0-5,
kterym naznacuji diilezitost tohoto piikladu v nasem predmétu Uvod do algebry. Pétka znamené piiklad
zasadni dilezitosti a nula znamend, ze pfiklad mtzete ignorovat. Pro¢ jsou ve skriptech ptriklady ,nulové
dulezitosti“? Skripta totiz obsahuji véci, které se daji pouzit pozdéji v dalSich predmétech souvisejicich
s algebrou, ale nejsou soucasti osnovy naseho tivodniho predmétu.

Cisla oznadujici dtlezitost piikladu v sobé zahrnuji do jisté miry i obtiZnost piikladu. Lapidarné se
da Tici, ze pokud neumite samostatné odpovédét na cviceni oznacené cislem 5, pak je zbytecné chodit
na zkousku. S ucasti na zkousce byste si to méli rozmyslet i pfi problémech se cvi¢enimi oznacenymi
¢islem 4. Cviceni s ¢isly 3 a 2 by neméla uniknout Vasi pozornosti, pokud chcete ziskat vétsi prehled
o predmétu a chcete u zkousky dosdhnout na lepsi zndmku nez 3.

Tento text (narozdil od skript samotnych) neprosel redakéni Gpravou. D& se bohuzel tedy pfed-
pokladat, ze v ném budou i néjaké chyby a pfeklepy. Prosim o toleranci k témto jevim a o pripadné
upozornéni na chyby, abych je pak mohl v dalsi verzi textu opravit.

Verze textu: 6. 1. 2008 Petr Olsak

Reseni.

(a) Plati®: RxR —- R, ©@: RxR — R, (1) @ je zfejmé komutativni, (2) (z®y)Pz= (z+y+3)Dz=
2+y+3+2z4+43=2dyP2),B) a0 (fozr)=alf0zr)+3a—-3=a(fzr+38—-3)+3a—-3=
afr+3ab-3=(af)Ox, (4) a®(zdy) = a(z®y)+3a—3 =a(z+y+3)+3a—3 =azx+ay+6x—3 =
(ax +3a-3)®(ay+3a—-3) = (a0z)®(a0y), 5) (a+pB)0r = (a+pz+3a+pF) -3 =
(ax+3a—3)+(fz+38-3)+3=(a@2)®(fOx), (6) 10x=1z+3-1-3 =2, (7) 0z+3-0—3 = -3,
nulovym vektorem je ¢islo —3. R s operacemi &, ® tvofi linearni prostor.
b)B)1+Dzr=2c#1-2@1 -2 =x®z=2x+ 3, neni to linedrni prostor.
c)B)1+)er=20x=2r+6—-3#10x+ 10z =x+ 2 =2z, neni to linedrni prostor.

Reseni. Plati @: R? x R? — R?, ®: R x R? — R?, (1) @ je komutativni, protoze a + ¢ = ¢ + a,
b+d=d+b, (2) ((a,0)®(c,;d)® (e, f) = (a+c—2" -2 4229 b+ d)D (e, f) = (a+c—20 — 29 4 2+ 4
e—2b+d—27 +22192f by d+ f) = (a+cte—20—29 - 2f 42044+ b d+ f) = (a,0) @ ((c,d) D (e, f)),
(3) a® (B0 (a,b)) = a® (Ba— 32" +2°%, Bb) = (afa—af2b + a2’ — 2P’ +a2°P apb), = (afa—af2b +
2000 0 3b) = (aB)®(a,b), (4) a®((a,b)®(c,d)) = a®(a+c—2°—224-2274 phid) = (ca+ac—a2b —a2¢+
a2bt? — a2b 4 d+2°0+) o(b+d)) = (aa+ ac—a2b—a2?+ 290+ bt ad) = (a® (a,b) ® (a® (c,d)),
(5) (@ + B) © (a,0) = (aa + Ba — a2b — 32° 4 202400 (a 4 B)b) = (@ © (a,b)) @ (B © (a,b)), (6)
1® (a,b) = (la —1-2°+ 2 1b) = (a,b), (7) 0(a,b) = (0a — 0 -2° + 2°,00) = (1,0), nulovy vektor je
dvojice (1,0).

Reseni. Soucet posloupnosti je posloupnost, a-nésobek posloupnosti je posloupnost. Vlastnosti (1)—(7)
ovéfime stejné, jako v piikladé 1.9. Ukdzu jen ovéfeni vlastnosti (3), ostatni si propocité laskavy ¢tenas
sam. Posloupnost (a;) je pro vétsi ndzornost oznacena jako (ag,as,as,...). Plati: a(8(ao,a1,az,...)) =

a(ﬁa()aﬁala ﬁa/Qa .- ) = (aﬁa()a aﬁala aﬁaQa .. ) = (Oéﬁ)(a(), a1,a,.. )

Reseni. M jsou ve vsech pfipadech podmnoziny linearniho prostoru viech posloupnosti. Staéi tedy
overit, zda soucet prvkt z M lezi v M a a-nasobek prvku z M lezi v M.

(a) Soucet posloupnosti s limitou 3 je posloupnost s limitou 6, tj. nelezi v M, tj. M neni linedrni
podprostor.

(b) Soucet posloupnosti s limitou 0 je posloupnost s limitou 0, a-nasobek taky. M je linedrni podprostor.
(c) Soucet konvergentnich posloupnosti je konvergentni posloupnost, a-nasobek taky (je to cviceni spise
do tvodniho kurzu matematické analyzy). M je linearni podprostor.

(d) Soucet posloupnosti s koneénym nosi¢em K7 a Ko mé koneény nosi¢, ktery je podmnozinou K7 U Ko.
a-nésobek posloupnosti s kone¢nym nosi¢em mé (pro « # 0) stejny nosic a pro a = 0 je nosicem prazdnd
mnozina. Tedy nosic¢ je koneény. M je linedrni podprostor.
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(e) Necht (Cz) a (dz) jsou posloupnosti, které Splﬁuﬁ Cit+2 = Cj +Ci+1, di+2 = dZ + di+1. Pak Ci4+2 +di+2 =
c; + dz + Cit+1 + di+1, tedy (C + d)i+2 = (C + d)z + (C + d)iJrl. Také ACi42 = QC; + QCij41. Takze M je
linearni podprostor.

(f) Necht ¢; = cop', d; = doq'. Pro p # q neni soucet (c;) + (d;) geometricka posloupnost. M nenf linedrni
podprostor. Kdyby M, byla mnozina vSech geometrickych posloupnosti se stejnym kvocientem ¢, pak
M, tvori linedrni podprostor.

(g) M neni linedrni podprostor: sta¢i nenulovou posloupnost nasobit ¢islem —1.

(h) Soucet posloupnosti omezenych konstantami K7, Ko je posloupnost omezenéd konstantou K + Ko,
také a-ndsobek posloupnosti omezené konstantou K je posloupnost omezené konstantou |a| K;. Takze
M tvori linearni podprostor.

(i) (z,y,2,2,9,2,...)+(a,b,c,a,b,¢,...) = (x+a,y+b, z+c,x+a,y+b,z+c,...), a(z,y, z,2,y,2,...) =
(ax, ay, az,ax, oy, az,...), tedy M je linedrni podprostor.

Reseni. Soucet komplexnich &isel je komplexni &slo. Realny nasobek komplexniho é&isla je komplexni
¢islo. Komplexni ¢islo a + ib lze zapsat ve tvaru dvojice (a,b), pfiCemz soudet a redlny ndsobek pak
odpovidaji operacim (1.1) a (1.2).Vlastnosti (1)—(7) je pak moZné ovéfit stejné jako v piikladé 1.9.

Reseni. Je to disledek cvi¢eni 1.76 a 1.78. Nebo miizeme argumentovat piimo: Soucet usporadanych n-tic
komplexnich ¢isel je usporadana n-tice komplexnich ¢isel. Redlny nasobek usporadané n-tice komplexnich
¢isel je uspofddand n-tice komplexnich ¢isel. Vlastnosti (1)—(7) dokdZeme podobné, jako v ptikladu 1.9,
pri¢emz se vyuzije toho, ze tyto vlastnosti spliiuje s¢itani komplexnich ¢isel a nasobeni komplexniho ¢isla
redlnym skaldrem (to je vysledek cviceni 1.76).

ResSeni. Soucet uspofadanych n-tic vektortt z L je uspofadana n-tice vektortt z L. Realny nasobek
usporddané n-tice vektorti z L je uspofadand n-tice vektort z L. Pfi ovéfovani vlastnosti (1)—(7) se vyuZije
toho, Ze tyto vlastnosti splituje linedrni prostor L. Ovéfim jen vlastnost (4), ostatni vlastnosti si propo¢ité
laskavy ¢tendf sdm. o ©® ((2121,132, cey n) @ (Y1, Y2, - - ,yn)) =a® (1 +y, T2+ Y2,..., Ty +Yp) =
(a-(wl +y1),a-(:c2+y2),...,a-(wn—i—yn)) = (a-:cl—|—a-yl,a-:cg—l—a-yg,...,a-a}n—i—a-yn) =
(v-xy, 0 @ay ..., @)D (Y1, Y2, ..., Yp) =aO(T1,X2,...,T)Da® (Y1,Y2,...,Yn). V prvaich
dvou rovnostech je pouzita definice operaci @ a ©®, ve tfeti rovnosti je vyuZzito toho, ze vlastnost (4) plati
na linedrnim prostoru L a posledni dvé rovnosti znovu vyuzivaji jen definici operaci @ a ®. Nulovy vektor
linedrniho prostoru L™ m4 tvar (o, 0,...,0) — je to uspofddand n-tice nulovych vektort o € L.

Reseni. Nad rovnitky je uvedeno &islo vlastnosti z definice 1.6, ktera byla v daném okamziku pouzita.
Je-li pouzita vlastnost z véty 1.7, je ¢islo uvozeno pro odliseni pismenem ,V'“.

() ~(-2) = (-)((-12) & (D) =12 Lo
(€] (©)

(b) Pfedpokladam x —y = o. Pak y R y+ro=y+(@-y)=y+(z+(-1y) =y+ ((-Dy+z) =

(y+(-1y)+= © (ly+(-1)y)+= © (1+(-1))y+z =0y+z Dotz zr0Y g Predpokladam

x =y. Pak * — y = y — y = 0. Posledni rovnost byla podrobné dokazana pomoci vlastnosti (6), (5) a
(7) v pfedchozim vypoctu.

(c) Predpokladdm, Ze ax = ay. Dokazu, Ze pokud « # 0, pak = y. Plati é(am) = é(ay), tj. dle (3):
(ta)z = (La)y, tj. 1o = 1y, tj. dle (6): @ = y. Nyni obraceng, prepokladdm a = 0, pak dle (7)
ax = o = ay. Konecné predpoklddam « = y. Pak ax = ay.

(d) Pfedpokladdm ax = fx. Dokédzu, ze pokud « # 3, pak @ = o. Dle (b) je ax — ay = o. Takze

o=oax+(-1)0z © e+ (—B)x © (a— B)x. Dle (V3) musi byt = 0. Obracens, z pfedpokladu o = 3
zjevné plyne ax = fx. Je-li © = o, pak podle V2 je ax = o = (.
(V1) (b)

(@) (@)

(e) Pfedpokldaddm ¢ + z =y+z. Pakx = z+o=ax+(z—2) = (x+2)—z2=(y+2)—2z =
y+(z—2) ® y+o 3£ y. Obrécené, z predpokladu « = y plyne « + z = y + z okamzité po dosazeni
T za y.

Reseni. (1 + 1)(z + y) (3.9 (x+vy)+ (x+y) @ 5 + (y + ) + y, oviem také: (1 + 1)(xz + y) @

1I+Dx+(1+1y z+z)+ (y+vy) . (x 4+ y) + y. Zprava z obou vyrazi odedtu y a zleva

x. Zustava jen ,prostfedni zavorka“, tj. y + € = « + y. Odecteni vektoru y zprava lze provést diky
vysledku cviceni 1.79 (pfipad e). K odecteni zleva nelze pfimo pouzit vysledek cviceni 1.79 (piipad e),
protoZe nemame komutativni zdkon (ten dokazujeme). Je tedy potfeba zformulovat alternativni pfipad:
»2 +u = z + v pravé kdyz u = v“ a dokazat jej bez pouziti komutativniho zadkona. To jiz pfenecham
Ctenari.
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Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

1.81.2 ReSeni. Piedpokladam nejprve, ze M C N nebo N C M. V prvnim piipadé M UN = N a to je
podprostor a ve druhém M U N = M a to je také podprostor. Obracené tvrzeni dokazu nepiimo.
Piedpokladam, ze M € N a také N € M To znamena, Ze existuji vektory € € M\ N ay € N\ M.
Protoze x € M ay & M, je x +y ¢ M (mnozina M je totiz podprostor a kdyby v ni lezel soudet a
prvni séitanec, musi v ni lezet i druhy séitanec, ktery tam ale nelezi). Protoze © ¢ N a y € N, je také
x+y ¢ N. Takze x + y ¢ M U N. Nemiuze tedy M U N byt podprostor.

1.82.° ResSeni. (a,b,a)+ (c,d,c) = (a+¢,b+d,a+c) € M, ala,b,a) = (aa,ab,aa) € M.
1.83.° ResSeni. (0,0,0) ¢ M, ptitom (0,0,0) musi leZet v kazdém podprostoru linearniho prostoru R3.

1.84.5 ReSeni.

(a) M je podprostor: (222, X2, 4%y, T4) + (2y2, Y2, 4Ys, ya) = (2(:1:2 +y2), T2+ Y2, 4(xa+ya), x4+ y4) e M,

(229, 2,424, 14) = (202, g, 4oy, ) € M.

(b) M neni podprostor, protoze (0,0,0,0) & M,

(¢) M neni podprostor, protoze (0,0,0,0) & M,

(d) M neni podprostor, protoze (0,0,0,0) & M,

(e) M je podprostor: Oznaéim u = (x14+y1, 2+Yy2, ¥3+Ys3, La+ya) Pro &1 = To+rs—24 ays = Yo2+ys—Ya.

M&m ovérit, ze u € M. Protoze x1 +y1 = xo + 23 — 24+ y2 +ys —ya = (w2 + y2) + (3 +y3) — (x4 + ya),

je u € M. Déle ozna¢im v = a1, xe, w3, 24) = (1, aZa, a3, @x4) Pro 1 = T3 + x3 — x4. Mam ovéfit,

ze v € M Protoze ax; = a(xg +x3 — x4) = ax2 + a3 — a4, je v € M.

— (f) M je podprostor: Oznac¢im u = (21 +y1, T2 + Y2, T3 + Y3, T4 + Y4) PIO T1 = To+ T3 — Tq, To = T3+ Xy
ays =Y2+Ys—Yq, Y2 = Y3+ ys. Mam ovéfit, ze u € M. Protoze 1 +y1 = 22+ 23— T4+ Yo +ys —ya =
(w2 +y2) + (w3 +y3) — (s +ya) ava+y2 =23+ 24 +y3 +ys = (¥3 +y3) + (x4 + y4), je w € M. Déle
oznaéim v = «a(x1, T2, T3, 24) = (QX1, T2, AX3, T4) Pro T1 = T + T3 — T4, T2 = T3 + x4. MAm ovéFit,
7e v € M Protoze axy = a2z + 23— 24) = oy + ars — axyg a axz = a(rs +34) = a3+ oy, jew € M.

— (g) M je podprostor: (0,z2,z3,24) + (0,y2,y3,y4) = (0,22 + yo2, 3 + Y3, T4 + Y1) € M, a(0, 22, x3,24) =
(0, axe, axs, axy) € M.

— (h) M je podprostor: (a, a, a,a)+(b,b,b,b) = (a+b, a+b, a+b,a+b) € M, a(a,a,a,a) = (aa, aa, aa, aa) €
M.

— (i) M je podprostor pro a = 0: Ozna¢im u = (x1 +y1, T2 + Y2, T3 + Y3, T4 +y4) Pro x1+ro+x3+24 =0 a
y1+y2+ys+ys =0.Je 0 = 1 +ap+xs+rs+yi +y2+ys+ys = (1 +y1) + (w2 +y2) + (23 +y3) + (T2 +Ya),
takze w € M. Ozna¢im v = «(x1,z2,23,24) = (@1, X2, a3, ax4) Pro x1 + x2 + x3 + x4 = 0. Je
0=ca-0=ca(x; +x2+ 3+ x4) = ax1 + ax2 + ax3 + a4, takze v € M. M neni podprostor pro a # 0,
protoze (0,0,0,0) & M.

— () M neni podprostor: (1, —1,0,0) € M, (1,1,0,0) € M, ale (1,~1,0,0) + (1,1,0,0) = (2,0,0,0) & M.
Pfitom (0,0,0,0) € M. Tento piiklad ilustruje, Ze tomu, aby byl M podprostor to nestaci.

!

Ll

1.85.* ReSeni. M je podprostor: (asinz + Bcosx) + (ysinz + dcosz) = (a + v)sinz + (3 + &) cosz € M,
ke R: k(asinz + Bcosz) = (ka)sinz + (k) cosz € M.

1.86.° Reseni. Ozna¢im danou mnozinu polynomii M. M neni podprostor: (22 +x+1)+(—2%+1) = 2+2 ¢ M.

1.87.2 ReSeni.

(a) Ano. Soudet spojitych funkei je spojita funkce, a-ndsobek spojité funkce je spojita funkce.

(b) Ano. (f +g)® = f&) 4 ) (af)®) = a(f®).

(¢) Ano. [;(f+ g)(z)dz = [, f(z)dz + [; g(z)dz, [;(af)(z)dz = a [; f(z)dz.

(d) Ano. Je-li |f(z)| < K7, |g(x)] < K3 pro v8echna x € (a,b), pak |(f +¢)(z)| < K1+ Kz a |[(af)(z)| <
|a| K7 pro vSechna x € (a, b).

(e) Ano. Soucet po Céastech linearni funkce je po ¢astech linedrni funkce a a-nasobek taky.

(f) Ano. Necht f ma body nespojitosti v kone¢né mnoziné M; a g mé body nespojitosti v koneéné mnoziné
Ms. Pak mnozina bodu nespojitosti f + g je podmnozinou M; U M a mnozina bodd nespojitosti af je
podmnozinou Mj, coz jsou kone¢né mnoziny.

1.88.2 ReSeni. (™ (p1 () cos(Bz) + q1(z) sin(Bz)) + (e*” (p2(z) cos(Bz) + g2(z) sin(Bz)) =
(€ ((p1(x) + pa(x)) cos(Bz) + (q1(7) + ga(2) sin(Bz)), 8(e** (p(x) cos(Bz) + q(x) sin(Bz)) =

(e*” (0p() cos(Bx) + 6q(x) sin(Bx)). Nyni staci vyuzit toho, Ze soucet polynom je polynom a §-nésobek
polynomu je polynom.

L

Ll

1.89.° ReSeni.
— (a) Soucet t-periodickych funkci je t-periodicka. a-nasobek taky.
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(b) Tvrzeni neplati, protoze 2t periodické funkce netvori podmnozinu mnoZiny vSech t¢-periodickych
funkci. Ale naopak: t-periodické funkce tvofi podmnozinu mnoziny vSech 2¢t-periodickych funkei. Autor
ziejmé mél na mysli tvrzeni: mnozina t-periodickych funkei je podprostorem linedrniho prostoru vsech
2t-periodickych funkci. Toto tvrzeni plati, argumentace je stejna, jako v piipadé a).

(c) Tvrzeni neplati. Napiiklad pro k = 2 mame stejny problém, jako v pfipadé b). Tvrzeni zfejmé mélo
byt formulovano ve tvaru: mnozina ¢1-periodickych funkeci je linedrnim podprostorem linearniho prostoru
vSech t-periodickych funkci pravé tehdy, kdyz existuje k prirozené, ze kt; = t. Diikaz: Necht nejprve t;
periodické funkce jsou podprostorem t¢-periodickych. Pak museji byt podmnozinou ¢ periodickych funkci.
To je mozné jen tehdy, pokud t; = t/k, kde k je pfirozené. Jediné takova ¢; periodickd funkce je zaroveéi
t periodickéd. Obréacené: existuje-li k prirozené, ze t1 = t/k, pak t; periodické funkce tvori podmnozinu
t-periodickych funkci. Ze se jedna o podprostor plyne z argumentace uvedené v piipadé a).

Reseni. Volim € M, y € M, a € R, € R. Necht nejprve M je podprostor, tj. ez € M, By € M,
takze také ax + By € M. Nechf nyni plati ax + Sy € M. Pfi volbé a = 1, 8 = 1 vychézi x +y € M.
Pii volbé 8 = 0 vychazi ax € M.

Reseni.

(a) z,y,z € C: (z+y)+2z = 2+ (y+2), 0+ = 2+0 = z, Vo € CI—z € C tak, ze (—x)+x = 2+(—x) = 0.
(b) (zy)z = x(y2), 1z = x - 1z, Vo3L tak, ze 2o =al =1.

(c) Plati: z,y € R\ {0} pak 2y € R\ {0}. Je zfejmé, ze R\ {0} tvofi s danou operaci grupu (argumentace
stejnd jako v b) a dile R\ {0} C C\ {0}.

(d) Plati: z,y jsou celd suda, pak x + y je celé sudé. Dale 0 je celé sudé a —z je celé sudé pro kazdé x
celé sudé.

(e) Necht = je celé liché a y je celé liché. Pak xy je celé liché, 1 (neutralni prvek) je celé liché ¢islo, ale %
nemusi byt celé! Neni to grupa. Jde jen o grupoid.

(f) Viz e).

(g) Agrumentace je stejnd, jako v pfipadé a). Jen pismeno C zaménime za pismeno Q.

Reseni. Permutace z {1,2, 3} je uspotadana trojice prvki z {1,2, 3} tak, 7e Zadny se neopakuje. Mnozina
vSech permutaci z {1,2,3} je {(1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1)}. Na kazdou permutaci
(a,b,c¢) mizeme pohliZzet jednak jako na uspofddanou trojici a jednak jako na zobrazeni z {1,2,3} na
{1,2,3}, které ptifazuje: 1 — a, 2 — b, 3 — ¢. V tomto kontextu miZzeme zapsat permutaci ve dvoufad-
2 3
b
tomto zapisu nezalezi. Tento zapis 1épe umozni vyhodnotit skladani permutaci jako skladani odpovidaji-
cich zobrazeni: (a b c) o (1 2 3) = (1 2 3),protoéel—>a—>w, 2—-b—oyald—c—z.
r Yy z a b c r Yy z

V nésledujici tabulce vSech slozenych permutaci A o A jsou v zdhlavi tabulky permutace A (které se
v rdmci slozeného zobrazeni realizuji dfive) a vlevo po strane permutace B. Permutace jsou zapsany jen
jako uspofadané trojice (pro pfepis na dvouiadkovy tvar mize ¢tendf nad kazdou trojici pfipsat cisla
1,2,3).

. (1 ;- . . , w10 o
kové notaci: (a , kde zobrazeni jednotlivych prvkd ¢teme po sloupcich a na potradi sloupcii pii

AoB| (1,2,3) (1,3,2) (2,1,3) (2,3,1) (3,1,2) (3,2,1)
(1,2,3)] (1,2,3) (1,3,2) (2,1,3) (2,3,1) (3,1,2) (3,2,1)
(1,3,2)] (1,3,2) (1,2,3) (3,1,2) (3,2,1) (2,1,3) (2,3,1)
(2,1,3)] (2,1,3) (2,3,1) (1,2,3) (1,3,2) (3,2,1) (3,1,2)
(2,3,1)] (2,3,1) (2,1,3) (3,2,1) (3,1,2) (1,2,3) (1,3,2)
(3,1,2)] (3,1,2) (3,2,1) (1,3,2) (1,2,3) (2,3,1) (2,1,3)
3,2,1)] (3,2,1) (3,1,2) (2,3,1) (2,1,3) (1,3,2) (1,2,3)

Jednotkovym prvkem je permutace (1,2, 3), kterd odpovida identickému zobrazeni. Ke kazdé permutaci
je inverzni permutace stejnd. Pouze permutace (2,3,1) m4 inverzni permutaci (3,1, 2) a naopak.
Reseni.

(a) (aob)o(btoal)=ao(bobHoal=aceoal=aoal=e

(b) Ozna¢im a~! =y a ukazu, ze y~' = a, neboli, Ze aoy =e. aoy =aoa~t = e. Podle véty 1.44 je a
jediny prvek, ktery spliuje a oy = e.

Reseni. Slozim line4rni funkci Az + B s funkei ax + b: A - (ax +b) + B = (Aa)x + (b + B), to je linearni

funkce. Sklddani jakychkoli zobrazeni je asociativni. Jednotkovy prvek: 1z + 0. K prvku az + b je inverzni
prvek 1z + (=b).
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Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

) Je to pologrupa, ne grupa. Neexistuje inverzni prvek k prvku 0z + b.
b) Ano.

d) 1 (1 x+b)+B=1-1-2+ (b+ B). Je to grupoid. Inverzni prvek k 1z +b je 1z + (—b), takze to je
navic grupa.
(e) Ano, protoze se stejnou operaci je sama grupou.

ReSeni. 23 1=3,103=—2mod4=2,20202®2=8mod4 = 0.

Reseni. + splituje vlastnosti komutativni grupy. Také M\ {(0,0,0).} s operaci - je komutativni grupa (viz
ptiklad 1.40). Distributivni zdkon by bylo potieba propoéitat pro vSechny mozné piipady, ale v souladu
s poslednim odstavcem ptikladu 1.65 to délat nebudu.

Reseni. Mnozinu vsech kvaterniontt ozna¢im M. Tato mnozina s operaci + tvoii komutativni grupu
(zfejmé), nulovy prvek je 0 4+ 07 4+ 0j + 0k. Déle plati (a + bi + ¢j + dk)(A + Bi+ Cj + Dk) = (a4 —
bB —cC —dD)+ (aB+bA+cD —dC)i+ (aC —bD +cA+dB)j+ (aD +bC — ¢B + dA)k. Jednotkovym
prvkem je 1+ 0i + 05 + 0k. Inverzni prvek k prvku a + bi + ¢j + dk je takovy A 4+ Bi + Ci + Dk, kde
A, B,C, D jsou feSenim soustavy linedrnich rovnic s matici:

a —b —c —d|1
b a—-d ¢|0
c d a =b|0
d—c b al|0

ProtoZe matice soustavy ma determinant (a? + b? + c® + d?)?, ktery je nenulovy pro nenulovy prvek
a + bi+ cj + dk, YeSeni vzdy existuje a je navic jediné. Inverzni prvek tedy existuje. (Pozndmka: pojem
determinant a souvislosti s feSenim soustav jsou vylozeny aZz v kapitolach 4 a 5.) Mame tedy ovéfeno, ze
M s operaci - tvori grupu. Tato grupa je nekomutativni, protoze napiiklad ij = k, ale j: = —k. Chybi
ovefit distributivni zdkon, coz pfenechdm ¢tenéfi. Vice o kvaternionech napf. v [26].

eSeni.

(a)a+b=a+c tj. (—a)+a+b=(—a)+a+ectj. b=c,

(b) viz cvifeni 1.94,

(c) pro grupu plati e o e = e, tj. nulovy prvek je opa¢ny sam sobé,

(d) pfimo v definici télesa se pravi, ze T\ {0} ma byt grupou vzhledem k operaci -, tj. jednotkovy prvek

lezi v mnoziné T \ {0},

(e) nejprve ukazu, ze a = (—1)a. Plati a + (—1)a = (protoze 1 je jednotkovy) = la + (—1)a =

(distrib. zadkon) = (1 + (—1))a = 0a = (véta 1.57) = 0, takZe —a = (—1)a. Nyni dokdzu vlastni tvrzeni:
@D =(Dla+d) = (Dt (b= (0)+ (D)

(f) (a+b)(c+ d) = (distr. zdkon) = (a + b)c + (a + b)d = ac + bc + ad + bd,

(g) Predpokladam, ze a-a = 1, tj. a-a—1 = 0. Z distrib. zdkona: (a+1)(a+(-1)) = a-a+a—a+(-1) ==

a-a—1=0.7 véty 1.57 musi (a + 1) = 0 nebo (a + (—1)) = 0, takZe a = —1 nebo a = 1. Obrécené:

1-1=1a(-1)-(-1) =a, pfitom: (—1)+x=(14+(-1))-(=1) =0-(—1) = 0. Takze = je opaény k —1

a protoze 1+ (—1) =0, je 1 opaény k —1, takze x = 1.

Reseni. Zkoumanou mnozinu zna¢im M. (a + bv/3)(c + dv/3) = ac + (ad + be)\/3 + 3bd € M, 0 E M
(nulovy prvek), 1 € M (jednotkovy prvek), pro a + bv/3 je —a + (—b)y/3 opaény prvek a -5
inverzni prvek (je D = a? — 3b? # 0, protoze a,b € Q a a # 0, b # 0).

ReSeni. 0,8 € Q, v,y,z € Rez+y e R, ar € R, (V) o+y=yr, 2 o+ (y+2)=(x+y) +2
(3) a(fz) = (o), (4) alz +y) = az + ay, (5) (a+ Bz = az + bz, (6) 1z =, (7) 0z = 0.

Reseni. o,3 €T, z,y,2€ T: v +y €T, azx €T, (1), (2) protoze T s operaci + je komutativni grupa,
(3) protoze T s operaci - je grupa (tj. splituje asociativni zadkon), (4), (5) protoze T spliiuje distributivni
zékon, (6) protoZe 1 je jednotkovy prvek vzhledem k operaci -, (7) plyne z véty 1.57.

Reseni.

(a) «(1,2,0) + 8(0,—1,3) + (5,7, —2) = (a + 57,2a — B+ 77,38 — 27),

(b) «(1,3,0,—-1) + 3(0,2,-1,4) + v(1,-5,7,-2) = ( + v,3a+ 20 — 5y, =B + Ty, —a + 403 — 2v),

(c) a(z? + 2z — 1) + B(223 — 32 +2) + y(—423 + 22 + 82 — 5) = (28 — 4y)2® + (e + v)z? + (2a — 38 +

8y)x + (—a+ 28 —5v),
(d) asinz + Bcos? x + y(z? — 1),
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() a2+1)+6(2—1) +v(3+51) = 2a+28+37) + (o — B+ 57)1,

(f) a(i,1,1+4) + (2,2 +4,0) +7(0,3 — 3i,7) = (26 + i, (e + 28 + 37) + (B — 37)i, (o + Ty) + i),
() 2o+ 50,

(h) a®2® 605 =2%¢5°% =22.5°

(i) a(2,1) + B(1,0) = (20 + 5, a),

)
Hao@2,D)epo(1,0)=(a-2—a-2" 421 a- 1)@ (B-1-3-204+2%03.0) = (2%,a) @ (1,0) =
(29 +1—2%—20422.20 o+ 0) = (2%,), B ® (1,0) = (1,0) také proto, Ze (1,0) je nulovy vektor
v daném linearnim prostoru.
Reseni.
(a) (¢ +57,2a— B+ 7v,36—27) =(0,0,0), tj. «a+ 5y =0, 2aa — B+ 7y =0, 35 — 2y = 0. Jediné FeSeni:
a = =~ =0, vektory jsou LN.
(b) (a+7,3a+28—-5y,—0+7y,—a+45—2v)=(0,0,0,0), tj. «a+v =0, 3a+28—-5v =0, =3+ 7y =0,
—a + 40 — 2y = 0. Jediné feseni: « = B = v = 0, vektory jsou LN.
(c) (2B—4v)z®+ (a+7v)2* + (2a—3B+87)r+ (—a+28—57) = 0 Vx € R, tj. polynom musi byt nulovy.
Podle véty 11.10 tedy musi 20 —4v =0, a+~v =0, 2a — 36+ 8y =0, —a+ 20 — 5y = 0. Soustava ma
nekone¢né mnoho Feseni, napiiklad o« = —1, f = 2, v = 1. Lze tedy sestavit netrivialni lin. kombinaci,
ktera je rovna nulovému polynomu. Vektory jsou LZ.

(d) asinz + Beos? z + y(2? — 1) = 0 Vz € R, rovnost tedy musi platit i pro = € {0,%, 7}, po dosazen:

) 2’
B+7v(-1)=0,a+~ (— — 1) =0, 3+ v(m? — 1) = 0. Jediné feseni: « = 8 = v = 0, vektory jsou LN.

(e) 2a+28+3y)+ (a—B+57)i =0+ 01, tj. 2a+ 268+ 3y =0, a — + 5y = 0. Nekonecéné mnoho
feSeni, nenulové feSeni je napt. « = —13, 3 =7, v = 4, vektory jsou LZ.

(f) (28 + i, (@ + 28+ 37) + (B — 37)i, (a4 7y) + ai) = (04 0,0 + 04,0 + 0i), tj. 26 = 0, a = 0,
a+28+3vy=0,8-3y=0,a+7y=0, a =0. Jediné feSeni: a« = § = vy = 0, vektory jsou LN.

(g) 2a + 58 = 0, netrivialni feSeni napiiklad. 8 = 2, o = —5, vektory jsou LZ.

(h) 2% - 5% = 1 (nulovy vektor daného linedrniho prostoru je 1). Po zlogaritmovani: In2% + In5% = In 1,
tj. «ln2 4+ Bln5 = 0. Netrividlni feSeni je napiiklad « = —In5, § = In 2, vektory jsou LZ.

(i) 2a+ 8,a) =(0,0), tj. 2a+ 8 =0, « = 0. Jediné FeSeni: « = § = 0, vektory jsou LN.

(G) (2%, «) = (1,0), protoze (1,0) je nulovy vektor daného linedrniho prostoru. Je tedy 2% = 1,a = 0,
0 libovolné. Napf. pro a = 0, f = 17 mame netividlni linedrni kombinaci rovnu nulovému vektoru.
Vektory jsou LZ. Jind argumentace: skupina vektorti obsahujici nulovy vektor je nutné LZ, viz vétu 2.17,

pripad (2).

Reseni.

(a) @(1,1,2,2)+53(4,3,0,1)+7(-2,1,4,2) = (0,0,0,0), tj. (a+48—27,a+38+7,2a+4y,2a+[+27) =
(0,0,0,0),tj. a+48 -2y =0, a+38+~v =0, 2a+ 4y =0, 2a + S + 2y = 0. Soustava mé jediné FeSeni
a = [ =+ =0, takze vektory jsou LN.

(b) «(1,2,3,4) + 5(2,1,-3,3) +7(1,5,12,9) = (¢ + 28+ v,2a+ B+ 57,3a — 36+ 127,40+ 35+ 9v) =
(0,0,0,0), tj. «+28+~v=0,2aa+ 3+ 5y =0, 3a— 38+ 12y = 0, 4a + 38 + 9y = 0. Soustava ma
nekone¢né mnoho feSeni, netrividlni feseni je napiiklad a = —3, § =1, v = 1, takze vektory jsou LZ.
(C) OL(]., 07 ]-a O)+ﬂ(07 ]-7 05 1)+’Y(1a 27 2a O) = (a+77 64’275 O‘+2’Ya /8) = (07 07 07 0)7 tJ a+y = 07 /B+2’Y = Oa
a+ 2y =0, 8 =0. Soustava mé jediné feseni o = 3 = v = 0, takZe vektory jsou LN.

Reseni.

(a) (1,2,-3) =a(2,1,1) + 5(3,2,1) +v(1,0,1) = Qe+ 30+ 7,0+ 28,a + f +7), tj. 2a+ 38+~ =1,
a+28 =2, a+ B+~ = 3. Soustava nem4 FeSeni, tj. vektor a nelze vyjadfit jako linedrni kombinaci
vektord u, v, w.

bz -1 =alz-1)+Bx+1)+vz+1)?% =22+ (a+B+2y)r+ (—a+B8+7) Vz € R,
t. vy =1, a+8+2y =0, —a+ 3+ v = —1. Soustava mé feseni a« = 0, § = —2, v = 1, takze
22 —1=0(x—1)—2(z+1)+ 1(z+ 1)

() (1,2,2) = «(2,1,3) + 5(3,2,1) + v(1,1,-2), tj. 2a+38+~v=1,a+28+~v=2,3a+ 5 —2y=2.
Soustava nem4 feSeni, tj. vektor a nelze vyjadrit jako linearni kombinaci vektora w, v, w.

Reseni. V definici linearniho prostoru je pouzit pojem ,linedrni kombinace“, ktery ma smysl jen kdyz
plati vlastnosti (1), (2). Dale se v dtikazu pracuje s pfi¢tenim vektoru —a,.@,.. Levé strana rovnosti: o, @, +

6
(—ayx,) + ostatni vektory © layx, + (—1)ay@, + ostatni vektory © (1 — 1), @, + ostatni vektory =
7 V 1.7:
Oa, @, + ostatni vektory @ o + ostatni vektory (V1T: 1) ostatni vektory. Prava strana rovnosti: o +

V171 . 1. .
(—arxy) V17 1) —a,x,. V dalsim kroku ditkazu se obé strany rovnosti ndsobi koeficientem —1/c;..

6
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Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

‘ - (€]
x;. Prava strana: =1 (—a,x,) =
a,.

o
AT —a

Leva strana rovnosti: ;—Tl Z#T 0T @ Z#T ;—:aiwi ® >
(;—j(far)) z, = 1z,  &,. V druhé &sti dikazu dohled pouiti axiomd definice 1.6 uZ Ctendf sém.
Reseni.

(a) (—1,2,0,1) = B(1,0,2,1) +~(3,1,2,1)+6(1,5,2,3), tj. B+3v+0 = —1, y+56 = 2, 28+27+25 = 0,
B+~ + 36 = 1. Soustava m4 feseni 8 =0, v = f%, 0= %, takze a = 0b + (%1) c+ %d.

(b) (1,0,2,1) = a(—1,2,0,1) +7(3,1,2,1) +5(1,5,2,3), tj. —a+3v+8 =1, 20 +7+56 = 0, 2y+20 = 2,
o+ v+ 36 = 1. Soustava nema feSeni, takze b neni zZddnou linedrni kombinaci vektori a, ¢, d.

(c) Staéi upravit rovnost, kterd vysla v pfipadé a). ¢ = —2a + 0b + 1d.

(d) Znovu jen upravim ptredchozi rovnost. d = 2a + 0b + le.

(e) Existuje aspon jeden vektor (napf. c), ktery je lineadrni kombinaci ostatnich. Vektory a, b, ¢, d tedy
jsou dle véty 2.21 linearné zavislé. Nevadi, ze b neni linearni kombinaci ostatnich vektora.

(f) Jsou LZ, viz e).

Reseni.

(a)a=(1,2,3),b=(1,1,1),¢=(0,1,1),d = (0,0,1). Paka=b+c+d,b=a—-c—d,c=a—b—d,
d=a—-b-c

(b) Viz cviceni 2.72.

(¢) a = (1,0,0), b = (2,0,0), ¢ = (0,1,0), d = (0,0,1). Vektor ¢ neni linedrni kombinaci ostatnich, d
také neni linedrni kombinaci ostatnich. Ale b = 2a + O0c + 0d, takze vektory jsou LZ.

Reseni.

(a) a(x +y) + B2z + 2) +v(y — 2) = o, tj. (a+28)x+ (a+ B)y + (B — )z = o. Protoze z,y, z
jsou linedrné nezavislé vektory, je uvedena linearni kombinace trividlni, takze a + 28 = 0, a + 3 = 0,
B — v = 0. Tato soustava ma jen jediné reSeni a = § = v = 0, takze vektory « + y, 2 + z, y — z jsou
LN.

(b) a(z+2y+2z)+52x+y+52)+v(3x+y+8z) = o, tj. (a+28+37y)x+(2a+5+7)y+(a+56+87)z = o.
Protoze x, y, z jsou lineadrné nezavislé vektory, je uvedena lineadrni kombinace trividlni, takze a+23+3vy =
0,2a+3+v =0, a+58+8y = 0. Tato soustava ma nekoneéné mnoho reseni, napriklad « = 1, § = —5,
~v = 3. TakzZe existuje netrividlni linedrni kombinace vektort & + 2y + z, 2 +y + 52, 3x + y + 8=z, kterad
je rovna nulovému vektoru. Zkoumané vektory jsou LZ.

Reseni. a(z+2y)+ 42z +32) +y(x+ Ay —2) = o, tj. (a+28+7)x+ (2a+My)y+ (38 —7)z0. Protoze
x,y, z jsou linedrné nezavislé vektory, je uvedena linedrni kombinace trividlni, takze o + 28 + v = 0,
20+ Ay =0,38—~v=0.

(a) Pro A = % existuje nekoneéné mnoho feseni uvedené sosutavy, napiiklad a« = =5, 8 =1, v = 3.
To jsou koeficienty nertivialni kinearni kombinace, kterd je rovna nulovému vektoru. Zkoumané vektory
jsou LZ.

(b) Pro A # % méa uvedend soustava jediné feSeni a = 8 = vy = 0, takZe jen trivialni linedrni kombinace

je rovna nulovému vektoru. Zkoumané vektory jsou LN.

ReSeni. o (@1 +®2) + aa(Ta + 23) + -+ 1 (Bn—1 + 2n) + an(®n + 21) = 0, tj. (1 + )1 + (1 +
042).’132 —+ 4 (Oén,1 + Oén)ﬂ?n = 0.

(a) Pro sudd n staéi volit @1 =1, as = -1, a3 =1, ..., a,, = —1. Vektory jsou LZ.

(b) Pro lich4 n predpokladam, Ze a; = ¢ (bez Gjmy na obecnosti). Pak as = —¢, ag = ¢, ay = —¢, .. .,

an = c. Dale musi 0 = a,, + @1 = ¢+ ¢ = 2¢, takze ¢ = 0. Pouze triviadlni linedrni kombinace je rovna
nulovému vektoru. Zkoumané vektory jsou LN.

Reseni.

(a) a(a® =2+ 2 —1)+p(2% —-2) +v(22> + 22 +1) =0 Ve € R, tj. (a+27)23 + (—a+B+7)z? +az +
(—a—20+7v) =0Vz € R. Podle véty 11.10 musi mit nulovy polynom vSechny koeficienty nulové, tedy
a+2y=0,—a+pB+v7=0,a=0, —a—20+~ = 0. Tato soustava méa jediné feseni « = 0,3 = 0,7 =0,
takze vektory jsou LN.

(b) a(z® +222 + 22+ 1)+ B3 + 22+ 32+ 1) +vy(2® + 522 + 32+ 2) = 0 Vo € R, tj. (o +28+7)23 +
(2a+B+57)2% + (2a+ 368+ 3y)x + (a+ B+27) = 0 Vo € R. Podle véty 11.10 musi mit nulovy polynom
vSechny koeficienty nulové, tedy a+28+~ =0, 2a+8+5v7 =0, 2a+38+3y=0, a+ F+2y = 0. Tato
soustava ma nekoneéné mnoho feseni, napiiklad o = —3, 8 = 1, v = 1. To jsu koeficienty netrivialni
linearni kombinace, ktera je rovna nulovému polynomu, tedy polynomy jsou LZ.

(c) ae® + Be%* 4+ ve3® = 0 Vo € R. Zkusim volit € {0,In2,In3}. Vychazi soustava a + 3+ v = 0,
2a0+ 40+ 8y =0, 3a+ 906 + 27y = 0, kterda mé pouze nulové feseni. Vektory jsou LN.

7
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(d) acos2z + fsin®z 4+ ve%* = 0 Vz € R. Protoze je €% =1 a cos2zx = cos?z —sin’z Vz € R, je

uvedend podminka ekvivalentni s: a(cos? x — sin x) ﬁ sin?x 4+ = 0 Vz € R. To plati napiiklad pro
a=1,3=2,v=—1. Vektory tedy j JSOU LZ.

(e) Napfiklad pfi volbé x € {O 5, fw} dostavam soustavu rovnic, kterd mé jen trivialni feseni.
Vektory jsou LN.

(f) Naptiklad pfi volbé x € {1,—1,2} dostdvam soustavu rovnic, kterd ma jen trividlni feSeni. Vektory
jsou LN.

y 9y T

Reseni.

(a) a(1,2,3,4) + (2,2,0,1) +7(1,2,,2) = (0,0,0,0), tj. @ + 26+ v = 0,20+ 26 + 2y = 0,3a + ay =
0,4a + 3 + 2y = 0. Soustava ma pouze nulové feSeni pro libovolné a € R, takZze pro vSechna a € R jsou
vektory LN

(b) a# . () a# §+HT (@) ato.
Reéenl.
(a) 22 +22%2 +ar+2 = a(x® + 222 + 32 +4) + B(22 + 22 + 40+ 2) Vo € R, tj. (a+28—- 1)+ (2a+5—

2)22 + (Ba+ 48 — a)r + (4a+ 23 — 2) = 0 Vo € R. Podle véty 11.10 musi mit nulovy polynom vsechny
koeficienty nulové, tedy a+ 28 =1, 2a+ (3 =2, 3a + 40 = a, 4o + 23 = 2. Soustava nema Teseni, takze
polynom z3 + 222 4+ ax + 2 nelezi v obalu danjch polynomt pro zadné a € R.

(b) 23 4 222 + ax + 2 = a(z® + 22% + 3z +4) + B(223 + 2% + 42 + 2) + y(2? + x) Vx € R. Argumentace
stejna, jako v prlpade a). Soustava « + 20 =1, 2a+ f+v =2, 3a+ 48+ v = a, 4o+ 23 = 2 mé FeSeni
jen pro a = 3 , takZe polynom je v obalu danych polynomu pro a = 13—0.
(c) 23 4+ 22% + ax + 2 = a2 + 222 + 3z + 4) + 3(223 + 2% + 42+ 2) + y(2® — 22 + 2 — 2). Argumentace
stejnd, jako v piipadé a). Soustava o +20+~v=1,2a+0—-v=2,3a+ 48 +v=a,4da+20 -2y =2
nema fesSeni pro zadné a € R, takZe polynom nelezi v obalu danych polynomt pro zadné a € R.

Reseni. Neplati. Napfiklad tii vektory v roviné, zadné dva z nich nelezi na spole¢né piimce, je linearné
zéavisla mnozina. Dalsi piiklady si ctenar jisté najde sam.

Reseni. Je {x,y} C (M). Podle véty 2.34 je (x,y) C ((M)) a podle véty 2.35 (tvrzeni 2) je (z,y) C
((M)) = (M).

(a) Piiklad béaze: {1}, dimenze: 1.
(b) Ptiklad baze: {2}, dimenze: 1.
(c) Piiklad baze: {1,i}, dimenze: 2.
(d) Priklad béaze: {(1,0,...,0),(¢,0,...,0),(0,1,...,0),(0,4,...,0),...,(0,0,...,1),(0,0,...,4) },
dimenze: 2n.

(e) Ptiklad baze: {(0,1),(1,1)}, dimenze: 2.

(f) Priklad béze: {smx cosz}, dimenze: 2.

Reseni.

(a) M je LN, protoze m4 jen dva vektory a jeden neni ndsobkem druhého. P¥iklad baze:

{(3,4,2,7), (1,2,1,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1) }.

(b) Ptiklad béaze: {(z + 1)2, (z — 1)?, 22}.

Reseni.

(a), b) Je dim L = 3. Prvni t¥i vektory z mnoziny M jsou v obou pfipadech linedrné nezavislé (je mozné
ovéfit), takze dim(M) > 3. OvSem (M) C L, takze dim(M) = 3. Podle véty 2.64, (piipad 3) tedy je
M) = L. Prvni tfi vektory z M tvoii bazi, ostatni vektory je mozné odebrat.

—~

Reseni. D4 se lehce ovéfit, ze (1,1,3,0) = 1(1,2,2,4) +0(3,2,3,1) +0(2,1,0,1) + (—1) (0,1, —1,4),
(1,0,—3,1) = (=2) (1,2,2,4) + 1(3.2,3.1) + 0(2,1,0,1) + 2(0, 1, —1,4), takie N C (M). K mnoZiné
M pfiddm vektor (1,1,3,0) a odebrat nemfizeme vektor (3,2,3,1) ani (2,1,0,1), protoze koeficient
linedrni kombinace je u tohoto vektoru nulovy. Odeberu tedy napiiklad (1,2,2,4). Dostavam (zatim)
mnozinu {(1,1,3,0),(3,2,3,1),(2,1,0,1),(0,1,—1,4)}. Je (1,0, -3,1) = (—2) (1,1,3,0) + 1 (3,2,3,1) +
0(2,1,0,1)+0(0,1,—1,4), takze pfidam (1,0, —3,1) a odeberu (3,2, 3,1). Dostavam vyslednou mnozinu
P ={(1,1,3,0),(1,0,-3,1),(2,1,0,1),(0,1,—1,4) }. Plati (P) = (M).

Reseni. B je linearné nezéavisla, nebot kazda jeji koneéna podmnozina je linedrné nezavisla (argumentuje
se podobné, jako v ptikladé 2.28).
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— (a) Kazda posloupnost s kone¢nym nosi¢em je linedrni kombinaci prvki z B: (ag, a1, as, ..., ax,0,0,...) =
aobo + a1b1 + a2b2 + 4 akbk.

— (b) Posloupnost (1,1,1,1,...) nelze vyjadiit jako linedrni kombinaci koneéné mnoha prvka z B. Takze
(1,1,1,1,...) € (B), tj. B neni bazi linedrniho prostoru vsech posloupnosti.

2.87.% ReSeni. Piiklad baze: {(0,1,1,2,3,5,8,13,...), (1,0,1,1,2,3,5,8,...) }. Dimenze: 2.

2.88.! ReSeni. Mnozina viech nasobkii jednoho vektoru je v tomto linearnim prostoru spocetna. Mnozina viec
linearnich kombinaci koneéné mnoha vektori je spocetna. Pritom R je nespocetna. Takze linearni obal
zadné konec¢né mnoziny nemize pokryvat celé R. Tedy nemtze existovat konecna baze. Dimenze prostoru
je nekonecno.

2.89.2 ResSeni. Napiiklad: {(bl,o,...,0),(b2,o,...,0),...,(bk,o,...,0),(0,b1,...,o),(o,bg,...,o),...,
(0,bi,...,0),...,(0,0,...,b1),(0,0,...,b3),...(0,0,...,b)}, dim L™ = kn.

2.90.% Reseni. Tvrzeni neni pravdivé. Napiiklad mnozina M = {0, 22, z%, 2%, 28, ...} neni bazi linedrniho pro-

storu vSech polynomti, protoze tieba x3 & (M).

2.91.° ReSeni.

— (a) Ano, protoze je LN a t¥iprvkova. P¥itom je zamo, Ze dimenze prostoru polynomi nejvyse druhého
stupné je 3.
(b) Ano, protoze je LN a tiiprvkova a je dim R3 = 3.
(¢) Ano, protoze je LN a dvouprvkové a je dim C = 2.
(d) Ovéfim linearni nezavislost. «(1,4) + £(2,1 + %) + v(1 + 4,2 +4) + (¢, 1) = (0 + 04,0 + 07), tj
a+28+Q4+9)y+id=0+0i i+ (1+i)B+ (2+14)y+d =0+ 04, tj. redlnd ¢ast prvni rovnice:
a + 28 4+ v = 0, imaginarni ¢ast prvni rovnice: v + § = 0, redlnéd ¢ast druhé rovnice: 3 + 2y + 6 = 0,
imaginarni ¢ast druhé rovnice: o + 3+ = 0. Tyto ¢tyfi rovnice tvoii soustavu, kterd ma pouze trivialni
feSeni, takZe mnozina B je LN. Protoze dim C? = 4 a B je ¢tyfprvkova linedrné nezavisla, je B bazi
linearniho prostoru C2.
(e) Ano, B je LN a je tfiprvkové a dimenze protoru polynomt nejvyse druhého stupné je t¥i.
(f) B neni baze, protoze m4 jen dva prvky, a pfitom dim R?® = 3.
(g) B neni baze, protoze ma 4 prvky, a pfitom dim R3 = 3. Mnozina B musi podle véty 2.64 byt nutné
linearné zavislou mnozinou.

Ll

Ll

2.92.5 Reéenl
={(1,2,0,0), (0,0,1,4)}, dim M = 2.
={(1,1,0,0), (1,0,1,0), (—1,0,0,1) }, dim M = 3.
={(2,1,1,0), (0,1,0,1)}, dim M = 2.

g {(0,1,0 0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)}, dim M = 3.

h) B = {1111} dim M = 1.

i) Jen pro a = 0. B = {(1,0,0,-1), (0,1,0,-1), (0,0,1,-1)}, dim M = 3.

llllll

2.93.%2 ReSeni. Viechny linearni kombinace polynomti z M jsou tvaru az? + bx 4 a a obracené, kazdy takovy
polynom lze ziskat jako linedrni kombinaci prvki z M: az® + bx + a = a(z? + Lo+ 1) pro a # 0 a
022 +bx+0 = (22 +bx+1)+ (—1) (22 + 0z +1). Takze (M) = {az?+br+a, a,b € R}. Baze je naptiklad
{22 + 1, z}, dim(M) = 2.

2.94.2 Reseni. Je K C (x1,Ta,...,xy), dim(zy, xs,...,x,,) < m. Protoze dimenze je maximalni pocet line-
arné nezavislych vektort, nemtze (1,2, ..., &) obsahovat mnozinu K linedrné nezavislych vektord s
vétsim poctem prvkl nez m.

2.96.5 ReSeni.
— (a) [1] n=1: 1 = 12 = 1. [2] Predpokladam, 7e plati 1+ 2+ --- +n = "2 a dokazu, 7e 1+ 2+ --- +
it (n+1)= @D ge g o ppg (1) = 20 (4 1) = nlingangs (1) (n42),
— (b) [1] n = 1: 2 = LB — 9 9] Piedpokladém, Ze plati V(n) a dokézu platnost V(n + 1), tj. dokazu
2+5+-~-+(3n—1)+(3(n+l) 1) = @HDBOADED Je 2 454 4 Bn— 1)+ (B(n+1) — 1) =
(3n+1) 4 6(n+1) _ 3n? +n+6n+4 — ()B4 1)+1)

— (c) [1] 12 je dehtelne Sesti. [2 ] Predpokladam 2ze n +11nJe délitelné sesti a dokdzu, ze (n+1)3+11(n+1) je
délitelné gesti. Je (n+1)3+11(n+1) =n3+3n?+3n+1+11ln+11 = (n®+ lln) +3(n?+n)+12. Prvni
s¢itanec je délitelny Sesti dle indukéniho pfedpokladu, posledni s¢itanec (dvandctka) je také délitelny
Sesti. Zbyva oveérit délitelnost 3(n? + n). Pro n sudé je n? +n = sudé-sudé + sudé = sudé ¢islo. Pro n

9
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liché je n? + n = liché - liché + liché = liché + liché = sudé &islo. Trojnasobek sudého &isla je délitelny
Sesti.

— (d) [1] 7'1 = 1977326743, zbytek po déleni tohoto ¢isla jedendcti je 7. [2] Pfedpokldddm platnost V (n)
(tedy 710"+ = 11k + 7 pro néjaké k piirozené) a dokéazu, ze 70*+1D+1 m4 zbhytek po déleni jedenacti 7.
Je 7H0(AD+1 — 710n+10+1 — 71041710 = (11k + 7) - 710 = 710 - 11k + 7'1. Cislo 710 - 11k je délitelné
jedenacti a 711 m4 zbytek po déleni jedenacti 7, jak jsem ovétil v kroku [1].

— (e) [1] 1-2° = 0-2! +1. [2] Pfedpokladam platnost V(n), dokdzu (n —1)2"+ 1+ (n+1)2" = n-2"T1 4+ 1.
Levé strana tohoto vztahu je rovna 2”( —1l+n+1)+1= 2” 2n+ 1 coz je rovno pravé strané vztahu.

— (f) [1] n = 4: 2% = 16 < 4! = 24. [2] Necht plati V(n), tj. 2" < n!, dokdzu 2" < (n + 1)!. Je
2ntl =2.2" < 2pl < (n+ 1)n! = (n + 1)L

— (g) Lze ukdzat pfimo, bez pouziti indukce, ale procvi¢ujeme indukei. [1] {1} obsahuje dvé podmnoZziny:
0, {1}. [2] Necht V(n) plati, dokazu, ze {1,2,...,n,n+ 1} ma 2"*! podmnozin. Existuje 2" podmnozin
z{1,2,...,n}a stejny pocdet podmnoiin které obsahuji navic prvek n+ 1. Takze 2" +2" = 2.2" = 2n+1,

— (h) [1] Je 11 z+ 1 celé, pak 2! + Jr je celé. Vyrok V(1) tedy plati. V indukénim kroku budu pfedpokléda,t
platnost V(n) a V(n -1, takze nyni potiebuji jesté ovéfit ze V(0) plati. Ovéem ¥+ 25 =2je celé
¢islo. [2] Necht V(n) a V(n — 1) plati. Dokazu, ze je-li z+ L celé, pak "t Je celé. Protoze x + 4

" + wln a1+ nl T jsou celd cisla, je celé taky (er = ( ) ( n—i + == 1) =x
—@{)[1Ja+b=al + . [2] Necht V' (n) plati.
a+b)" = (a+b)(a+b)" = (a+b) ((5)a" + (})a" "o+ -+ (7)b") = a™ T +b" T +a™b ((} )+(3))+
a0 ((3) + () - +ab ((2)(,))- Nynd stact ukizat, ze () + () = (112)- Je iy +
n! _ (n—k)n!+(k+1)n! (n+1)n! _ (n+1
H(n—k)! — Rkt (n—k—1)(n—k) _ (k+D)I(n—Fk)! (k+1)'

(j) Na tento typ tlohy nelze pouzit indukei. Sta¢i ale rozndsobit pravou stranu.

(k) [1] Pro n = 1 je rovnost zfejmé. [2] Necht V(n) plati. Dokdzu V(n + 1). (cos ¢ + isinp)(cosp +
18in )™ = (cos p+isin ) (cos np+isinnp) = (cos ¢ cos np—sin p sin ne)+i(cos ¢ sin np+sin p cosnp) =
cos(n + 1) + isin(n + 1)p. V posledni rovnosti byly pouZity souctové vzorce.

2.97.2 ReSeni.

— (a) Zde se indukce zFejmé nedad pouzit.

— (b) Tvrzeni V(n): Nulovy polynom musi mit nulové koeficienty ag, a1, as,...,a,. [1] n = 0: Je ag = 0,
viz prvni ¢ast diikazu za vétou 11.10. [2] Necht V(n) plati, dokdzu, Ze pak i a,11 je nulovy koeficient.
Predpoklddam, Ze polynom ma Kkoeficienty aog,...a.;,, pficemz m > n. Kdyby m < n, pak neni co
dokazovat. p(z) = 2" (apt1 + ani2x + - + @™ ") = 2" g(z). ProtoZe je lim, o g(z) =0 a g je
spojity polynom, musi ¢(0) = 0 a tedy ¢ musi mit nulovy absolutni ¢len, tj. koeficient a,,y1.

2.98.3 Reseni. Indukéni krok od V(1) k V/(2) nefunguje.
3.62.° Reseni.

@ (0 0) G-I = (5@ (0 k).

Ll

15 10

3.63.* Reseni. Soudet matic typu (m,n) je matice typu (m,n). a-nasobek matic typu (m,n) je rovnéz matice
(m,n). (1) séitani matic je komutativni, protoze s¢itani jedotlivych prvkié matic je komutativni. Tataz
argumentace se pouzije pfi ovéFeni asociativniho zdkona. Nechf A = (a;;) a B = (b; ;) jsou realné
matice typu (m,n) a a, 5 € R. Pak (3) a(BA) = (a(fai;)) = (af)ai;) = (af)A, (4) a(A +B) =
(alaij +bi;j)) = (aai; +abi;) = aA +aB, (5) (a+ B)A = ((a + fai;) = (aai; + Pai ;) = aA + A,
(6) 1A = (la;;) = (a;;) = A, (7) 0A = (0a; ;) = nulovd matice. Ta je nulovym vektorem daného
linedrniho prostoru.

= v » a+2 a ’ s v
3.64.* Reseni. (; ;’\) :a( )—i—ﬁ( )+ (? g) = (2;;5;21 2a+gf_27).élsla a,,v € R museji spliiovat
1231 123] 1 12 3] 1 123] 1
. ..o [110fx 01 3|1- 01 3|1-X 01 3|1-X . 2
soustavu rovnic s matici | 5 5 1| 5| ~ o2 5] o ~loi2il -1l ~looalan]- Tihrv=%
212|3 03 4| -1 02 5| 0 007 2
2y _ 8 _6 g_ =5 _1u

3.65.* ReSeni.
— (a) « ( ) + (z 1) + (2 1) +90 (1 2:’3) = (8 8). Toto vede na soustavu rovnic s nezndmymi «, 3, d
a s parametrem x. Tato soustava mé netrivialni feseni pro x = 2 nebo z = —6. Pro tyto hodnoty jsou

matice lineadrné zavislé.
) -10 T N+C ST D20 D)2 D=0 =3

10
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3.66.* ResSeni.
. f(1 Oy (0 1y (0 0y (00 s
— (a) Béze: {(0 o) (0 0) (3 0) (o 1)}, dim = 4.
— (b) Oznadim A; ; matici typu (m, n), kterd ma vsude nuly, jen prvek a; ; je roven jedné. Piikladem béze
je pak mnoiina {A1,17 ALQ, ceey Al,ny A211, 1&2727 ceey Agﬁn, e ,1&»,,1717 Amﬁg, ey Am,n}y dlIIl =mn.

3.67.° ReSeni.
— (a) hod =4, (b) hod = 3, (c) hod = 3, (d) hod = 1.
124 -2 6
3.68.> ResSeni. Namatkou (b) (3 4 2 0 —5 ). Ano, matice maji stejnou hodnost jako ve cvi¢eni 3.67. Ctenai

330 2 -3
si to mtze na téchto ptikladech prakticky vyzkouset.

3.69.* Reseni. (a) hod = 1 pro a = %i‘/Tg, (b) hod = 3 pro vSechna a € R, (¢) hod = 3 pro o« = 3, (d) hod = 3
pro a = 0 nebo v = —2, (e) hod = 4 pro a € {1,2,3,4,5}, (f) hod = 2 pro a = 3, (g) hod = 1 pro o = 6.

3.70.* Reseni.
— (a) Pro ¢ —2a+ 3b =0 je hod = 2, pro ¢ — 2a 4+ 3b # 0 je hod = 3.
— (b) Proa=1jehod=1,proa=—3 jehod=2aproa¢ {1,—1} je hod = 3.
— (c¢) Pro a # 0 a b, c libovolna je hod =3, proa =0 a b # 0 a ¢ libovolné je hod =2, proa=0,b=0a
¢# 0 je hod =1 a konecné proa=0,b=0ac=0 je hod =0.

3.71.* Reseni. Necht nejprve hod A = k. Tedy dim(x1, s, ..., zs) = k. Pak podle véty 2.64 (vlastnost 3) je
{x1,x2,...,xL} linedrné nezavisld mnozina. Necht nyni obracené vektory ¢, s, ..., x jsou LN. Pak je
to baze svého linearniho obalu a nutné jeho dimenze je rovna k.

3.72.> ReSeni.

1122 1122 112 2
Cviceni 2.69 (a) [ 4 301)~|0187])~ |01 8 7], hod=3, vektory jsou LN.
142 0386 00 16 15

12 3 4 1234
— (b) <2 1 -3 3) ~ <0 39 5), hod = 2, vektory jsou LZ.
15129 0395
1010 1010
— (c) (0 10 1)~(0 1 0 1|, hod = 3, vektory jsou LN.
1220 0210
Cviceni 2.78 se déla obdobné

3.73.° ResSeni.
112 112 11 2 . VT3
—@)(o1a)~[0 1 @a |J~[01 @ , hod = 2 pro a® —5a+3 = 0, neboli a = 5 + Y2, Tehdy
a3 3 0 3—a 3—2a 0 0 a®—5a+3
jsou vektory LZ. V opaCném prtipadé, tj. a & {% + @, g — @} jsou vektory LN.

112 11 2 11 2
— (b) (2 1 a) ~ (0 -1 a—4) ~ (0 -1 a—4), hod = 3 pro 2a — 7 # 0, tj. pro a # %.Vektoryjsou LN pro
201 02 1 0 0 2a—7
a#%.

3.74.> Reseni. Podle véty 2.51 existuje baze B C {x1,®2,..., )} linearniho prostoru (zy,xs,...,zx). Ta
mé podle definice hodnosti hod A prvkt a je (B) = (x1,@2,...,2). Nech nejprve y € (B). Pak
B U {y} je linedrné zavisld mnozina, takze hod B = dim(B U {y}) = dim(B) = hod A. Obracené&, necht
dim(B U {y}) = dim(B). Pak nutné B U {y} nemize byt bazi svého linearniho obalu, takze je linedrné
zavisla. Protoze B je linedrné nezavisld, musi y byt linedrni kombinaci prvka z B, neboli y € (B).

3.75.> ReSeni.

1102 11 0 2 5 B (1) } 2 3 é 1 2 g 5
—(a){12a2)~01 a o |, takie hod =3 Va € R. 00 att aca] ~ 100 ar1  a-a , takZe
211la 00 atl a—d 12 2 1 00 0 a*-7Ta+7
hod = 3 pravé tehdy, kdyz a? — 7a + 7 = 0, tj. a = +/21/2 — 7/2. To jsou hodnoty parametru a, pro

ktery lezi dany vektor v daném linearnim obalu.

110 —2 11 0 -2 3_11(1)_32 (1)}12;2
— () (211 -1)~{0-11 3 ) takzehod=3.Dédle (, 1 = |~[g o 1 ¢ | takiehod=3
221 2 00 16 a 2 2 a 0 0 3-a 0
pro a = 3. Pro tuto hodnotu a lezi dany vektor v daném linedrnim obalu.
1102 11 0 2 o YA o Y2
—(c) [2111) ~ [0 -11 -3, takze hod = 3. Déle ~ , takZe hod = 4 a
5219 00 1 6 00 16 00 1 6
7 vz ’ . 7 7 v 7 a 2 2 a 0 0 3 O
dany vektor nelezi v daném linedrnim obalu pro Zddnou hodnotu parametru a.
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1122 112 2
Reseni. Cv. 3.64) 3 é ? ;) ~ (g (1) f g ), takze hod = 3 pro A = g a to je hodnota, pro kterou
1x23 000 7TA—6
€ (A,B,B).
21 23 2 1 2 3
Cv. 3.65, a) (? > 5 }) ~ <8 L aie 3), takze hod = 3 pro a2 + 4z — 12 = 0, tj. = 2 nebo
12z 6 3 00 a2+42-12 0
x = —6. Tehdy jsou dané matice linedrné zavislé. Analogicky ptipad b).
1234 12 3 4
Cv. 2.79, a) <2 142) ~ (0 3 2 6>. hod = 3 nezavisle na a, takze dany polynom nelezi v daném
1 2a 2 00 a-3 2
linedrnim obalu pro zaddné a € R. Analogicky pfipady b) a c).

Res

10 ‘11 15 17 37
a) 10 13 15 17 34
4 1 4 11 21 )°

6 7 6 7 16
b) nedefinovdno, pocet sloupcti prvni se nerovné poctu fadka druhé matice,

(
(
8 7 15 22
6 8 13 22
(C)<6111 6)’
24 5 12
(
(

d) nedefinovano, pocet sloupcti prvni se nerovné poctu fadka druhé matice,

e) nedefinovano, pocet sloupci prvni se nerovné poctu fadka druhé matice,
12 3 4 5

49 -7 4
4 6 8 10\ 43 T3 6
6 9 1215],(1) (55 1 3|

8 12 16 20
5 10 15 20 25 217 =5

Reseni. X2: typ (5,5), XoX: typ (5,5), XoXyp: typ (5,3), XoBT: typ (5,4), X,CT: typ (5,1), X,D:
typ (5,1), Xa Xa: typ (5,5), Xa Xo " : typ (5,5), Xa X1 typ (5,3), Xa BT: typ (5,4), Xg CT: typ (5,1),
X4 D: typ (5,1), XpX3: typ (5,5), XpXa: typ (5,2), X3 Xa: typ (3,5), Xj Xa : typ (3,5), X Xp: typ
(3,3), X{B”: typ (3,4), X[ CT: typ (3,1), X{D: typ (3,1), X XL: typ (4 4), XX, typ (7,7), XL A:
typ (7,4), X¢ AT typ (7,4), X! B: typ (7,5), XaXd: typ (3,3), Xq X7 typ (2,5), Xd Xa: typ (2,2),
AX.: typ (4,7), A% typ (4,4), AAT: typ (4,4), AB: typ (4,5), ATX.: typ (4,7), ATA: typ (4
(AT)2: typ (4,4), ATB: typ (4,5), BX,: typ (4,5), BXT: typ (4,5), BX;: typ (4,3), BBTT: typ (
BCT: typ (4,1), BD: typ (4,1), BTX,: typ (5,7), BT A: typ (5,4)7 BTAT: typ (5,4), BTB: typ (
CX,: typ (1,5), CXq: typ (1,5), CXy: typ (1,3), CB”: typ (1,4), CC”: typ (1,1), CD: typ (1,
CTC: typ (5,5), CTDT: typ (5,5), DC: typ (5,5), DDT: typ (5,5), DT X,: typ (1, 5) DTX[: typ (1,5
DTX,: typ (1,3), DTBT: typ (1,4), DTCT: typ (1,1), DTD: typ (1,1), ostatni zde neuvedené souciny
zadanych matic nejsou definovany.

69
(f) (331) (g) (55), (h)

29

W N

) )

4)
4,4),
5,5),
1,1)
);

)

Reseni. Necht A je typu (m,n) a B je typu (p, q).

(a) Protoze AB je definovano, musi n = p. ProtoZe BA je definovdno, musi m = ¢, takZe B je typu
(n,m). AB je pak typu (m,m) a BA je typu (n,n). To jsou ¢tvercové matice.

(b) Jako v pfipadu (a), navic zde mame podminku m = n, takze skuteéné A i B jsou matice typu (n,n).

Reseni. (AA)A = A(AA), protoZe pii nadsobeni matic plati asociativni zakon (véta 3.38).

21 10 —14 87 44 —59
Reseni. A% = <6 9 -5 >, A3 = (29 29 —22>, A3 —7A?% + 13A — 5E = O (nulov4 matice).
10 8 -7 44 30 —31
» 2 -

Reseni. A% = (ZCIIQZ gggg), ar1 = a®+be—a(a+d) + (ad—be) = 0, aro = ab+bd —b(a+d) +0 = 0,
as1 = ag2 = 0 (ovéfim analogicky).

Reseni. Protoze matice A? je linearni kombinaci matic E a A. Matice A® = (a + d) A% — (ad — bc) A
je linearni kombinaci matic A? a A, takZe je linedrni kombinaci matic A a E. Mnozina {E, A} je bazi

daného libnearniho obalu, pokud E, A jsou linedrné nezavislé matice. To plati pravé tehdy, kdyz A neni
nasobkem matice E.

Reseni.
(a) (b) Komutujici matici pfedpokladam ve tvaru C = (‘Z Z). Z rovnosti CA = AC plynou ¢tyfi rovnice
s nezndmymi a, b, ¢, d, dimenze prostoru FeSeni je 2. To plati v pfipadé (a) i (b). Protoze dim(E, A) =

a Ei A komutuji s A, je prostor komutujicich matic roven obalu (E, A).
a b c

(¢) Komutujici matici pfedpokladam ve tvaru C = (d e f>. 7Z rovnosti CA = AC plyne, %e 2¢ = 0,
g h 1

b=b,c=c¢,2f=0,e=e, f=f,20a=2i,20=0,2c=0, takze a =i, b = c = f = 0 a ostatni proménné
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3.86.2

3.87.3

3.88.4

—

3.89.4

—

3.90.3

3.91.5

—

Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

a 0 0

mohou byt libovolné. Obecna komutujici matice tedy je C = (d e 0) . Bazi prostoru komutujicich matic
h a

tvorl napf. matice, které maji jedinou jednicku pod hlavni diagonalou, nebo jednicku uprostfed hlavni
diagonaly nebo dvé jednicky na krajich hlavni diagonéaly, jinde maji nuly. Dimenze tohoto prostoru je 5.

a 0 ¢
(d) Podobnym postupem, jako v (c) zjistim, Ze obecnd komutujici matice je <0 e 0>, takze dimenze
c 0 a
d
g) , takze
a

Reseni. Tvrzeni plati pro viechny matice A typu (2,2) s v§jimkou matic tvaru oE, a € R, které komu-
tuji se vSemi maticemi typu (2, 2). K ditkazu tohoto tvrzeni nestaci argumentovat vysledkem cviceni 3.84,
protoze neni snadné dokazat, 7e neexistuje komutujici matice mimo linearni prostor (E, A, A% A3 ...).

Je tedy potfeba pracovat s obecnou matici A = (Z Z) a komutujici matici pfedpokladat tfeba ve tvaru

C= (: ?) a vyjit z rovnic, které plynou z CA = AC.

hledaného prostoru je 3 a bazi si najde ¢tenai sam.

— oo .
oo o
oL o0

(e) Podobné jako v pfedchozich pfipadech odhalim obecnou komutujici matici ve tvaru <

dimenze hledaného prostoru je 4. Bazi si zapise kazdy sam.

Reseni. Matici predpokladam ve tvaru (Z Z).

(a) a® +bc =0, ab+bd = 0, ac + ed = 0, d?> + be = 0. Protoze a? = —bc = d?, musi a = +d. Nejprve
predpoklddam a = d. Pak 2ab = 0, takze a = 0 nebo b = 0. Také 2ac = 0, takze a = 0 nebo ¢ = 0.

Predpokddam nejdiive a = 0. Pak bc = 0, takze b = 0 nebo ¢ = 0, coz odpovida maticim (8 g) a (2 8).

Necht nyni a # 0 a @ = d. Pak b = 0 a soudasné ¢ = 0, oviem pak z prvni rovnice i a®> = 0 = a. Takze
tato moznost nevede k vysledku. Kone¢né necht ¢ = —d. Pak druhd a tfeti rovnice je vidy splnéna a
z prvni rovnice musi be = —a?, neboli ¢ = —a?/b. Z toho vychézi (ﬂlazﬂ) fa).

(b) a® +bc =1, ab+bd = 0, ac + cd = 0, d> + bc = 1. Protoze a? = 1 — bc = d?, musi a = +d. Necht
nejprve a = d = 0, Pak bc = 1, takze b # 0 a ¢ = b/¢, coz odpovida matici (1% ZO)). Dale predpokladejme
a =d# 0, pak musi b = 0 a ¢ = 0, takze a = d = +1, coz odpovidd matici +E. Kone¢né necht
a = —d# 0, pak bc = 1 — a?. Je-li |a| = |d| = 1, pak b miize byt libovolné a ¢ = 0 nebo b = 0 a

¢ je libovolné. To odpovidd maticim (iol ;’1), (icl jgl). Je-li |a] = |d| # 1, pak b a ¢ jsou nenulové,

¢ = (1 —a?)/b, coz odpovida matici ((1—;12)/17 _ba).

(c) a? +bc = a, ab+bd = b, ac + cd = ¢, d> + bc = d. Z druhé a tieti rovnice pii b # 0 nebo ¢ # 0
plyne a + d = 1. Z posledni rovnice je d = (1/2)(1 &+ v/1 — 4bc), pfi¢em? redlné feseni je mozné jen pro
be < 1/4. Z pfedchozi rovnosti a + d = 1 pak mdme a = (1/2)(1 F v/1 — 4bc). Po dosazeni do prvni
rovnice shleddme, Ze ta je nadbyteénd. Shrnuto: pro b # 0 a ¢ # 0 musi bc < 1/4 a matice jsou tvaru

%(NFVQIC_‘“’C H[\/le_m). Je-lib=c=0, pak a®> = a a d?> = d, takie a = 0 nebo a = 1 a d = 0 nebo

d = 1. Tyto pripady jsou obsazeny v obecné matici uvedené pied chvili.

Reseni.

(a) (A+B)(A+B)=A%+ AB + BA + B? = A% + 2AB + B2, protoze AB = BA.

(b) (A +B)(A —B)=A2— AB + BA — B2 = A2 — B2, protoze AB = BA.

(c) A2= AA = (AB)A = A(BA) = AB = A, B2= BB = (BA)B = B(AB) = BA = B.

Reseni. Cv. 3.67: (a) singularni (hod < 5), ostatni matice nejsou étvercové.

Cv. 3.78: hod A = 4, takze A je regularni. A? je reguldrni, protoZe ma inverzni matici A"'A~!, CD je
zjevné regularni a DC je zjevné singularni. Ostatni matice nejsou definovany nebo nejsou ctvercové.
Cv. 3.69 (a) a # 3 & %, (b) pro vSechna a € R, (c) neni ¢tvercova, (d) neni ¢tvercova,

(e) a ¢{1,2,3,4,5}, (f) neni étvercovd, (g) neni regularni, & € R nem4 vliv.

Reseni. Obé matice jsou inverznimi maticemi k A”. Prvni je tak definovédna a pro druhou plati:
ATA D) = (ATTA)T =ET =E, (A"HTAT = (AA~1)T = ET = E. Byl vyuzit vztah (5) véty 3.38
a dale véta 3.49 o jednoznacnosti inverzni matice.

Reseni.

P B 0 10 1 2 -2
(a) (3/2 _1/2), (b) (flc//% al;/[?), kde D =ad—bc, (c) (1 -3 o), (d) (1 2 1),

-3 7 1
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Uvod do algebry, zejména linedrni Resent cvicent
0 0
-1/2 0 1/2 1 0 0 3 :i ; :;
(e) 1/2 -1/3 1/6 |, (f) matice je singularni, (g) -1 o |, () (55 5 o)
1 2/3 —4/3 1 -1
0o 1

1
0
0
0 .0
1-2 1 0 3 0 -1 0 13/4 —9/4 1 0 Ao 0 0
o (o1 -2 1 N [0 =2 0 1 —21/2 13/2 -2 -1 p 1
@ loo v ) W20 1 o) ® (srs 21a 1 2 )0 O P P R E
00 1

—9/4 5/4 0 —1/) N\ e

Sococor
oo o

3.92.* ReSeni. P, A je jako A, jen s piehozenym prvnim a druhym Fadkem, P A je jako A, jen druhy fadek je
pronasoben ¢islem «, P3A je jako A, jen k druhému fadku je pficten a-nasobek prvniho. Pfi nasobeni
zprava to dopadne stejné, jen misto fadk matice A se odpovidajicim zptsobem méni jeji sloupce.

3.93.3 Reseni.
— (a) Ve vysledném soucinu se prohodi také i-ty fadek s j-tym,
— (b) Ve vysledném souéinu se také i-ty fadek prondsobi konstantou a,
— (c) Ve vysledném soucinu se také pfi¢te a-nasobek i-tého fadku k j-tému,
— (d) Ve vysledném soucinu se prohodi také prohodi i-ty sloupec s j-tym,
— (e) Ve vysledném soucinu se také i-ty sloupec prondsobi konstantou a,
— (f) Ve vysledném souéinu se také pficte a-nasobek i-tého sloupce k j-tému.

3.94.% ReSeni.
/2 -1 -2

—(a) X=1B-3A= <1/2 ~1/2 2 >,
-1 1 -3/2
1 1/2 3/2
— (b) (A2-A)X=B,tj. X=(A2-A)"'B= <4 9/2 13/2>,
—1 —1/4 —5/4
1/2 3/2 —1/2
—>(C)X(AQ—A):B,tj.X:B(AQ—A):(1 3 —1),
3/4 13/4 —5/4
160 600 —392

— (d) X =15 (80 —272 152 ),

—44 —188 148

—2/3 2/3  4/3
—(e) ( E-B)X=A,tj. X=(E-B) A= (—1/3 1/3 —4/3),
1/6 —2/3 —1/3

-1 0 0
) X(E-B)=A,tf X=AE-B)"'=(1 0o -1
(O X(B-B) = A0 X=AE-B) = (1 0 o).

2 0 4
— (g) (A—2E)X =2A,tj. X = (A —-2E)"}(2A) = (0 —2 4).
2 2 4
3.96.° ResSeni.
— (a) A" = (nla ?) Indukce. krok 1: pro n = 1 je ziejmé splnéno. Krok 2: predpokladdm A" = (1 0) a

na 1
ivo n - 1 0 n o n_ (10 1 0\ _ 1 0
dokazu, ze Ant! = ((n+1)a 1). Je ATl = AA™ = (a ) (na D) = ((n+1)a 1)'
A" pAnT?
=) (5 07
— (c) v tomto piipadé A2 = E, takze A% = E, A%**1 = A pro viechna k € N,
A" 0 0 0
0 A 0 0
— (d) (o 0 A7 o)v
0 0 0 A7
1 ua va® wa®
0 1 wa va? _(n\ _ _(n\y _ __ n! _(n\ _ _ n! N _
— (e) (0 0 1 ua )? kde u=(7) =n,v=(3) = 2" W= (5) = 3y KdyZ n = 2, pak w = 0.
00 0 1

3.97.3 ReSeni. Krok 1: pro n = 1 rovnost ziejmé plati. Krok 2: Pfedpokladam, e plati rovnost pro n a dokézu
. n+1 . . n . .

. cosp —singp _ [cosp —sing cosp —sing _ [cosp —singp cosnp —sinneg) _

Jl pro n + L Je (sinap cos ¢ ) - (sinap cos ¢ ) (sinap cos ¢ ) - (singp cos ¢ ) (sinngp cosny ) -

(Z?ns((:ﬂ))i _c?sr(lﬁjjjfa S0). V dikazu byly pouzity souctové vzorecky pro funkce sin a cos.
3.98.* ResSeni. Je A2 = E, tj. A2 = A5 = AT = A a A? = A* = AS = E, takze C = B + 3E + 4A

16 0 4«
( 07 4a). Pro a = £2 je hodC = 2. Pro @ € R\ {2,—2} je hod C = 3.
—a 0 -1
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3.99.2

3.100.3

3.101.3

3.102.3

4.42.4

lll

4.43.3

4.44.2

—

-
4.45.3
4.46.3

Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

Reseni. Je-li A typu (m,n), musi byt B typu (n,m), jinak by uvedené souéiny nebylyu definovany.
AB je pak typu (m,m) a BA je typu (n,n). Ozna¢im A = (a;;), B = (bix), kde i,k € {1,...,m}
a j,l € {1,...,n}. Necht dile C = AB = (c;) a D = BA = (di;). Je cix = >0, ai,jbj 1, takze
stopa C je rovna ;" Chk = Dopeq Dy Gk, jbjk. Protoze dj; = Y7L, bjkak, je stopa D rovna
i1 dig = D051 dohey bjrak,;. Nyni staci vyuzit toho, Ze ay ;bjr = bjkay,; a prohodit pofadi sum

=1
(o prohozeni sum viz téz dikaz véty 3.38).

Reseni. Protoze AB a BA malji stejnou stopu, je stopa matice AB — BA nulova. P¥itom stopa matice
E je rovna n (poctu fadk matice), takze neni nulova.

Reseni. Necht B je typu (m,n), pak B” je typu (n,m). Ozna¢im B = (b;;), i € {1,...,m}, j €
{1, ‘e ,n}. Dale oznac¢im C = BBT = (Ci,k)~ Je Cik = Z?:l bi,jbk,jy takze Cki = Z?:l bj,jbi,j- Protoze
Cik = Ck,i, je matice C symetricka.

Symetrické matice stejného typu tvofi linearni prostor, protoZe soucet symetrickych matic je syme-
trickd matice a a-nésobek symetrické matice je symetrickd matice.

Reseni.

(a) ProtoZe vektory z M; jsou linedrnimi kombinacemi vektori z Ma, je (M) C (Ms). Protoze vektory

z My jsou linedrnimi kombinacemi vektori z My, je (M) C (M;). Takze (My) = (Ms). Obracené:

z (M;) = (M) plyne, ze vektory z M; jsou linedrnimi kombinacemi vektort z My a naopak.

(b) Necht A ~ B. Z véty 3.13 plyne, Zze (M;) = (Ms). Obracensé: je-li vektor linedrni kombinaci Fadkit

matice A, pak lze vytvorit matici B, pro kterou je A ~ B, a pfitom B uvedeny vektor obsahuje: pfidame

nulovy fadek a k nému pri¢teme potiebnou linearni kombinaci ostatnich Fadki.

(c) Je-li A ~ B, pak podle véty 3.17 je hod A = hod B. Protoze (M) = (Ma), musi (M; U Ma) = (M),

takze také hod A = hod C. Necht nyni hod A = hod B = hod C. Protoze hod C = hod A, v8echny fadky

matice B jsou linearnimi kombinacemi fadkt matice A. ProtoZe hod C = hod B, vSechny radky matice

A jsou linedrnimi kombinacemi fadkt matice B.

(d) Je-li A ~ B, pak podle véty 3.55 existuje P pozadovanych vlastnosti. Obracensé, existuje-li regularni

P, 7e A = PB, pak podle véty 3.60 je hod A = hod B. Také matice diag(E,P) je regularni, takze

}X)dB hod (5) = hod diag(E,P)(5) = hod (p3) = hod (§) = hod C. Podle (c) z toho plyne, Ze
~ B.

(e) My a Ms jsou dvé baze stejného linedrniho podprostoru (M;) = (Mz). Podle véty 2.59 musi k = m.
Reseni.

(a) sudd, inverze jsou: (3,2), (4,2), (6,2), (6,5).

(b) lich4, inverze jsou: (x,1).

(c) lichd, (6,x): 5 inverzi, (5, *): 4 inverze, (4, *): 3 inverze, (3, *): 2 inverze, (2,1): 1 inverze.

(d) 1 inverze (2,%), 2 inverze (4,%), ..., n inverzi (2n,x), celkem 14+ 24 --- +n = @ inverzi.

Permutace je tedy pro n = 1,2,3,4,... postupné licha, licha, sudé, sudéa, lich4, lich4, atd. neboli je-li
zbytek po déleni ¢isla n ¢tyfmi 1 nebo 2, je premutace lichda, a pro ostatni pfipady suda.

Reseni. Maximalni pocet inverzi ma permutace (n,n—1,...,2,1). Celkovy pocet inverzi této permutace
je(n—1)+(n—2)+ - +2+1= 0

Reseni.

(a) (1,4,6,5,3,2). Podrobnéji viz b).

(b) Permutace pro vétsi ndzornost zapisu ve dvoufadkové notaci, tj. (} g i g g g) o (; g i g 2 ?) Cisla na
prvnim fadku jsou permutaci zobrazena na ¢isla na druhém fadku. Skladani zobrazeni o je definovano
»zprava doleva“, tj. nejprve provedu zobrazeni podle pravé parmutace a pak podle levé. Jednotliva ¢isla
se permutacemi zobrazuji takto: 1 -2 —3,2—-3—-4,3—-4—-56,4—-5—2,5—-6—>5,6—>1—1.
Vysledna permutace tedy je (3,4,6,2,5,1).

(c) (2,4,5,1,3,6).

Reseni. (a) (1,5,2,3,6,4), (b) (6,1,2,3,4,5), (c) (6,5,4,3,2,1), (d) (n+1,1,n+2,2,...,2n,n).

Reseni. (1,102,203 3044 — 011022034043 — 011023032044 + 011023034042 + 01,1042 4032043 —
(1,102,403 204 3 — (1,202,103 304 4 + 1,202,103 404 3 + A1,202,303,104 4 — 01,202,303 4041 — 01,202 403,104,3 +
01,202,403 3041 + 01,302,103 204, 4 — (1,302,103,4042 — (1 302 203,104 4 + 01,302,203 40441 + 01,302,403 1042 —
01,302,403 2041 — 01,402 103,204 3 + 1,402,103,304,2 + 01,402 203,104,3 — 01,402 203 304,1 — 01,402 303,104,2 +
41,402,303 204 1-
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4.47.3

—

4.48.%
-

—

4.49.4

4.50.5

4.51.3

4.52.5

4.53.%

4.54.3

4.55.5

4.56.%
4.57.5

—

Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

Reseni.
(a) 01,102,203 304, 4—01,102 203 404 3—01,102 303 204 4+01,102,303 404 2+01,102 403,204 3—01 1024032043 =
a1,1 det A1,1- (b) —01,202,103,304 4+ 01,202 103 404,301 202,303 104 4 — 01,202,303 4041 — 01,202 403,104 3+

11,202,403 3041 = —A1,2 det A1,2- (C) (1,302,103 204,4— 01 302103 404 2 — 01,302,203 104 4+ 01,302 203 4041+
11,302,403 1042 —01,302,403 2041 = 1.3 det A1,3- (d) —01,402,103 204,31 01,402,103 304 2+ 01,402 203 104 3 —
01,402,203 3041 — 01,402,303 1042 + 01 402,303 2041 = —01 4 det A1,4-

ResSeni.

(a) Séitanec odpovida permutaci (2,5,1,3,6,4), ta ma 5 inverzi, znaménko —.

(b) Séitanec odpovida permutaci (5,1,2,3,4,6), ta ma 4 inverze, znaménko +.
(c) Nejednd se o s¢itanec z definice determinantu.
(d) Jsou zapsany dva séitance (viz a,b), celkem je séitacti 6! = 720, takze chybi jesté napsat 718 s¢itancii.

Reseni. Dané funkce je polynomem v proménné z, protoze podle definice determinantu je p(z) rovno
souctu sou€int rtzné vybiranych prvkd dané matice. Souc¢inem vybranych prvka ziskdme funkci tvaru
cx® a souc¢tem takovych funkci je obecné polynom. V souéinech se vyskytuji vzdy 4 prvky matice, takze
k < 4 a polynom musi byt nejvyse ¢tvrtého stupné.

Podle definice determinantu vyberu vSechny takové séitance, které jsou tvaru cz?, jejich souctem
odhalim koeficient a4. VSechny prvky v souinu museji obsahovat proménnou x. V prvnim fadku je
tedy mozné vzit prvek jen z prvniho sloupce a ve tretim fadku ze tretitho a ve ¢tvrtém z druhého
sloupce. Tim jednoznac¢né vychézi, ze z druhého fadku je mozné vzit prvek jen ze ¢tvrtého sloupce.
Souc¢in x(3z)x(2z) = 6x* odpovidd permutaci (1,4,3,2), ktera je lich4, takze ay = —6. Déle vyberu
s¢itance, které maji v soucinu tiikrat proménou z. Kdbych z prvniho fadku vybral jiny nez prvni prvek,
pak musim v nékterém z ostatnich fadkd pouzit prvni sloupec a tim mam soucin uz dvou konstant. Ze
zbylého sou¢inu dosédhnu nejvyse na druhou mocninu z, oviem ja potiebuji 3. TakZe z prvniho Fadku
musim vybrat prvni prvek. Mocninu 23 obsahuji jen souciny odpovidajici nasledujicim permutacim:
(1,2,3,4), (1,3,4,2), obé jsou sudé, takze 23 + 223 = 423, a3 = 4.

Reseni. p(z) = (a — 2)(c — x) — b? = 22 — (a + ¢)x + ac — b%. Diskriminant je: (a + ¢)? — 4ac + 4b% =
a? + 2ac + ¢ — 4ac+ 4b=a? — 2ac + % + 4b% = (a — ¢)? + 4b% > 0.

Reseni.

(a) p(z) = 0, jen pokud sou¢in prvki na hlavni diagonale je nulovy, tj. © = 3 nebo = 5 nebo z = 7
nebo z = 9.

(b) p(x) = 0, jen pokud aspoii jeden z prvkl obsahujici proménou x je roven jedné, takze x = 2 nebo
z = 3 nebo x = 4 nebo x = 5.

(c) Pro z; = a; je posledni fadek roven i-tému, takze fadky jsou LZ a p(x) = 0. ProtoZe je prvnich n — 1
rfadka LN, jsou vSechna a; navzajem ruznd, takZe jsem uz nasel n — 1 kofend polynomu p. Z definice
determinantu plyne, Ze tento polynom je stupné nejvyse n — 1, takze jsem uz nasel vSechny jeho kofeny.

Reéeni' (a) 727 (b) ad — bC7 (C) 27 (d) 15 (e) 67 (f) 0’ (g) 17 (h) 713 (1) 17 (.]) 717 (k) 47 (1) 17 (m) L.
Tteba inverzni matici k (e) budu poc¢itat metodou doplitki. Jednotlivé subdeterminanty jsou |1 2| =

21
52 _ o |51 _ 2 1) _ 21 o (22 _ 4 |21 _ 21 4 122 _ _ .
37|41 = -3 4 2 _6"21 _0’|41 - 2"42 =4, 12 _3"52 - 1"51 = —8, Matice

-3 3
dopliki tedy je | 0 -2 4 | a inverzni matice je transponovana matice doplinkt délena determinantem
3 1 -8

D=

-3 0 3
puvodni matice: < 3 -2 1 >
6 4 -8
Reseni. (a) a®?+a—1, (b) a®? —2a+2, (e) (a—1)(a—2)(a—3)(a—4)(a—>5), () 0. U piipadi a), b), e)
je hodnost minimalni tehdy, kdyz je determinant dané matice nulovy. U pfipadu g) minimalni hodnost
za pouziti determinantu neodhalim, protoze determinat je nulovy pro vSechna a.

Reseni. Vektory zapiseme do fadkt matice A. Protoze je dano n vektorti z R™, je A ¢tvercova matice.
Vektory jsou linearné zavislé pravé tehdy, kdyz det A = 0. Viz vétu 4.27 a metodu ze cviceni 3.71.

Reseni. (a) 1, (b) -7, (c) —1, (d) 0, (e) 365, (f) 3abc— (a®+b>+c?), (g) 0, (h) 2a® — a®(u+v+w) +uvw,
(i) ab — 2a% + 1.

ReSeni. a2 + 02+ 2 =1

eSeni. Za vysledky jsou uvedeny naméty, jak se daji determinanty pocitat. Neni to jedind cesta
Reseni. Za vysledky j d Ameéty, jak se daji determinant, ¢itat. Neni to jedin ta k
vysledku, miZete samoziejmé poéitat i jinak (a mozna ucelnéji).

(a) (a — b)(a — c¢)(c — b): prvni sloupec odedist od druhého a tfetiho,
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(b) 0: druhy a tfeti sloupec odeéist od prvniho,

(c) 0: prvni fadek odecist od druhého a tietiho, pak rozvoj podle tietiho sloupce,

(d) (a —b)(a — ¢)(c — b): jako ¢), rozvoj podle prvniho sloupce,

() a2(c — b) + b*(a — ¢) + 2(b - a); jako d),

(f) 6: prvni fddek odeéist od ostatnich,

(g) 0: k-nasobek prvniho sloupce odeéist od druhého (k = 2), tfetiho (k = 3) a ¢tvrtého (k = 4), pak
rozvoj podle prvniho fadku,

(h) 2a — 12b — 4¢ + 6d: rozvoj podle posledniho fadku, pak Sarrusovo pravidlo,

(i) 16: pilnasobek druhého sloupce odecist od posledniho, pak rozvoj podle posledniho sloupce,

(j) —324, (k) 100,

(1) abed: rozvoj dle posledniho fadku, pak dle tfetiho sloupce,

(m) abede: rozvoj dle tfetitho Fadku, pak dle ¢tvrtého sloupce, pak dle prvniho sloupce,

(n) a®(a + 4): prvni faddek odeéist od ostatnich, pak k prvnimu sloupci pficist viechny ostatni,

(0) 0: druhy Fadek odeéist od tretlho a ¢tvrtého, pak rozvoj dle prvniho sloupce, rozdily kvadrata zapsat
jako sou¢in podle vzorce A2 — B? = (A — B)(A + B) a vytknout spole¢né ¢initele z fadki,

— (p) abed — abe + ab — a + 1: rozvoj dle prvniho fadku,

!

—

4.59.3

4.60.%

4.61.3

4.62.3

4.63.3

4.66.2

—

)
(q) 12: druhy sloupce odecist od étvrtého a Sestého, pak rozvoj dle druhého fddku. Podobné vyrobit nuly
v (ptvodng) ¢tvrtém Fadku a rozvoj dle néj,

r) 0: nenulovi séitanci z definice determinantu neexistuji, véz na prvnim fddku mtize lezet v prvnim
nebo druhém sloupci a na druhém fadku v druhém nebo prvnim sloupci, véz z tfetiho fadku ale pak
nemize stat na nenulovém prvku,

(s) 32147 + 56831: odecist druhy fadek od prvniho, pfimé pouziti kiizového pravidla neni ucelné.

Reseni. Vynasobim prvni sloupec stem a druhy desiti a toto pfi¢tu ke sloupci tietimu. Takto pozménéna
matice méa podle véty 4.21 stejny determinant, z posledniho sloupce je pak mozné vytknout ¢islo 13:

3 3 338
det A = |7 4 741| = 13

8 7 871
Reseni. Vyuziji vétu 4.35. (a) det A= = 1/detA = 1/3, (b) det A? = (det A)> = 9, (c) det AB =
(det A)(det B) = —21, (d) det ABA = (det A)?(det B) = —189, (e) det AB™! = (det A)/(detB) =
—3/7, (f) det AB3 = (det A)(det B)? = —1029.

= 13d, pritom ¢isla a, b, ¢, d jsou cela.

3 a
7 b
8 c

4
7

Reseni. Jsou-li funkee lin. zavislé, pak podle véty 2.21 existuje jedna (napt f,.), ktera je linearni kom-
binaci ostatnich. Stejné linedrni kombinace derivaci téchto funkci d4 f/ a podobné pro derivace vyssich
fadt. Takze r-ty fadek matice W(z) je linedrni kombinaci ostatnich fadkt pro vSechna z € R. Podle
véty 2.21 to znamend, ze fadky matice W (z) jsou linedrné zavislé pro vSechna z € R, takze det W ()
je roven nule pro vSechna z € R.

Reseni. Kdyby byly funkce fi, fo,..., fn linearné zavislé, pak podle cvideni 4.61 je W(z) = 0 pro
v8echna = € R a to je ve sporu s pfedpokladem, Ze existuje x € R takové, ze W (z) # 0.

z3 322
z3 322

Reseni. f](x) = 322, fi(z) = 322 sgnz, W(z) = v B

(sgnz)2® (sgnz) 3z
z € R. Funkce f; a f> pfitom zjevné nejsou linearné zavislé, protoze jedna neni nasobkem druhé. Priklad
ilustruje obé& tvrzeni, a) i b).

= sgnx = 0 pro vSechna

Reseni.

(a) D,, je geometrickd posloupnost s kvocientem a, takze D, = Dia"
(b) Ovétime nejprve, Ze (1,a,a?,a,a4,...),(0,1,2q,3a?,4a3,...) tvoii bazi linedrniho podprostoru P
posloupnosti tvaru D, = a D,,_1 +b Dn,g. Protoze x2 —azx— b mé dvojnasobny koien o, je a?4+4b =0 a
a = a/2. To znamena, 7e a = 2a a b = —a?, takze pro posloupnosti z P plati D,, = 2aD,,_1 — a?D,,_s.
ODbé posloupnosti z navrzené baze tomuto vztahu ziejmé vyhovuji. Napf, pro druhou posloupnost je
(n—1)a"? =2a(n—2)a" 3 —a?(n—3)a"% Po vykraceni a2 zlistava n — 1 = 2(n —2) — (n— 3), coz
zjevné plati. Obé posloupnosti tedy lezi v linedrni podprostoru P, jsou linearné nezavislé a dim P = 2.
TakZe méme bazi. Jakdkoli posloupnost (D;) € P je linedrni kombinaci baze, koeficeinety této kombinace
uzna¢me u,v. Je u = D1, v = Dy —aD; a D, = ua™ ! +v(n —1)a" 2 Viimnéme se, ze druha
posloupnost v bazi je derivaci prvni podle a.. Souvisi to s tim, ze pokud p(r) = 22 —az—b mé dvojnisobny
kofen «, pak nejen p(a) =0, ale i p’(a)) = 0 (viz cviceni 11.99).

(c) Jsou-li néktera z ¢isel a, b, D1, Do komplexni, pak ndm nevadi, Ze vzorec z véty 4.65 davd komplexni
vysledky a Ze pracujeme s kompexnimi kofeny «, 3. Jsou-li ¢isla a,b, D1, Dy redlna a « je komplexni
kofen, pak § = @ je také kofen a s timto znacenim muZeme pouZit vzorce z véty 4.65. Snadno se da

-1
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ukézat, ze D,, vychazi jako realné ¢islo, ackoli se ve vzorci pracuje s kompexnimi ¢isly «, 5. Kdybychom
chtéli navrhnout jen realné vzorce, pak secteme bazové posloupnosti a vydélime dvéma a odec¢teme bazové
posloupnosti a vydélime dvéma i. Dostdvame nové dvé linearné nezavislé posloupnosti, jedna obsahuje
realné ¢asti z a™ a druhd imaginarni ¢asti z a™. Ty lze pouzit pro sestaveni realné linearni kombinace
na zakladé znalosti ¢isel D1, Dy. Déle pro vyjadfeni redlné resp. imaginarni ¢asti z o™ je mozné pouzit
Moivrovu vétu (viz napitklad pitklad 11.48). Pii o = |a] e’ = |a| (cos ¢ + isin ) dostéavame

Dy — Dql|acos

D, =uRe(a" ) +vIm(a™ ) = Dyla|* ! cos(np — @) + la|" L sin(ng — ).

|a| sin

Ten vzoreéek vypada dost odporné. Asi je lepsi ziistat u vzorecku z véty 4.65 a nebat se pouzit prechodné
malé mekké 7.

4.67.3> ReSeni.

11 1 .. 1
0-10 .. 0
— (a) Po odec¢teni prvniho fadku od ostatnich je [0 0 -1 .. o |=(=1)""1.
00 0 . -1
— (b) Po odeéteni prvniho fadku od ostatnich mam snado patrny vysledek: (n — 1)
-1 0 0 00 _é 01 8 8
—(c) |2 -1 o0 0 ol =(=1)tp| " T o7 = (=1)""1(=1)""!n = n. Nejprve byl ode-
L e

¢ten prvni fadek od ostatnich a poté proveden rozvoj determinantu podle posledniho sloupce.
1-n "0 0 ... 0
0 2-n 0 ... 0] _ (_1)n—1n|

— (d) Odectenim posledniho Fadku od ostatnich:

n n n n
ai1taz+--+an a2 az aq an
0 1 0 0 0
s . - ) P 0 0 1 0 0| _ xn
— (e) Pfi¢enim druhého, ttetiho, ..., n-tého sloupce k prvnimu: 0 o o0 1 ol =2 i1 @i
0 0 0 0 1
c1 a a a
a—ci1 ca—a 0 0
— (f) Odectenim prvniho fadku od ostatnich: |a—c1 0 cs—a ... 0 | vytknu ¢; — a z i-tého sloupce (pro
a—cy 0 0 ... Cp—a
c1/(c1—a) a/(ca—a) a/(cz—a) ... a/(cn—a)
-1 1 0 0 )
vSechny sloupce): (¢1 —a)(ca—a) -+ (¢, —a)| -1 0 1 0 a nyni podobné jako
-1 0 0 1

v pfipadé e) pFi¢tu vSechny sloupce k prvnimu, dostdvam nuly v prvnim- -s-loupci (pod prvnim prvkem) a
vyslednd hodnota determinantu je (¢c;—a)(ca—a) - - - (cp,—a) (1 + = e ) Aby

c1—a co—a c3—a cn—a |°

vysledek vypadal ,,symetricky“, vyuzil jsem jesté rovnost 1+ cl"_a = Cfia. Zbyva vysettit pripady, kdy se
ve vzorci déli nulou, a tudiz tento vzorec nelze pouzit. Je-li ¢; = a, pak uz v prvnim mezikroku dostavam
matici, kterd ma v prvnim sloupci pod prvkem c¢; = a nuly, takze vyslednd hodnota determinantu je
a(cg —a)(es —a)-+-(ep, — a). Je-li ¢; # a, ale ¢; = a, pak prohozenim i-tého sloupce ptivodni matice
s prvnim a naslednym prohozenim ¢-tého fadku s prvnim se pfevede problém na piipad c; = a. Takze

pokud existuje i takové, ze ¢; = a, pak hodnota determinantu je a krat soucin vsech (¢; —a), j # i.

4.68." Reseni.

— (a) rozvoj podle prvniho ¥ddku vede na D,, = 5D,,_1 —2-3 D,,_o, tj. méme rekuretni vzorec s odpovida-
jicim polynomem (podle véty 4.65) ve tvaru 22 — 5z + 6, ktery ma kofeny a = 3, 3 = 2. Protoze D = 5
a Dy = 19, jsou koeficinety linedrni kombinace bazickych posloupnosti (viz dtikaz véty 4.65) rovny v = 9
a v = —4. Vzorec na piimy vypodet D,, je D, =9-37"1 —4.2n"1,

— (b) rozvoj podle prvniho fddku vede na D,, = 4D,,_1 —4D,,_2, coz odpovida polynomu z2 — 4z +4, ktery
mé dvojnésobny kofen 2. Je potfeba postupovat podle vysledku cviceni 4.66 pfipad b). Protoze D1 = 4
a Dy = 12, jsou koeficienty linearni kombinace bazickych posloupnosti rovny v = 4, v = 4 a vzorec pro
pifmy vypodet determinantu je D,, = 4-2""1 + 4 (n —1)2"2.

— (c¢) rozvoj podle prvniho fadku vede na D,, = 4D,,_; — 5D,,_s, coZ odpovidd polynomu z? — 4z + 5,
ktery mé kofeny 2 + i. NavdZeme na vysledek cviéeni 4.66, pfipad c). Nebudeme piechézet k redlnym a
imaginarnim ¢astem, zlistaneme pfi pocitani s malym mékkym ¢. Protoze D1 = 4 a Dy = 11, vychazeji
koeficienty u bézickych posloupnosti u = 2 —3i/2, v = 2+ 3i/2. Vzorec pro pfimy vypocet determinantu
je Dy, = (2—3i/2) (2414)" 1+ (2+3i/2) (2—14)" L. ProtoZe se s¢itaji v tomto vzorci komplexné sdruzend
¢isla, vychazi ¢islo realné.
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— (d) rozvoj podle prvniho ¥adku vede na D,, = sD,,_1

4.69.3

Uvod do algebry, zejména linedrni

Resent cvicent

2

— pqD,,_2, coz odpovida polynomu z* — sz — pq.

Podle toho, zda s? > 4pg nebo s? = 4pq nebo s? < 4pq pouzijeme vysledek véty 4.65 nebo vysledek
cvideni 4.66 (pfipad b) nebo vysledek cviceni 4.66 (piipad c).

Reseni. Ozna¢im V(z1,22,23,...,2%n) = Dy. Determinant jako polynom v proménné x,, mé koeficienty,
které lze teoreticky ziskat rozvojem tohoto determinantu podle posledniho fadku. Koeficient u nejvyssi
mocniny proménné z”~! je roven D,_; (determinant matice, ve které je vynechan posledni fddek a
posledni sloupec). Polynom tedy mizeme zapsat jako ,D,_1 krat souéin kofenovych ¢initela“. Podle
vysledku cviceni 4.51 (pfipad c¢) jsou kofeny tohoto polynomu éisla x1,xs,. .., x,—1. TakZe:

V($17$27$3, cee ,fEn) = Dn—l(zn - Il)(xn - $2)(In - 933) te

(z

n xnfl) =

Dy—2(xn-1—21)(Tn—1 = 22)(Tp—1 —23) -+ (Tn—1 — Tn—2)(Tn — 1) (Tp, — 22) (T, — 23) -+ (Tp — Tp—1) =

- = [[is 51 (i — ;), kde [] je symbol pro soucin.

Poznédmka: existuje nékolik dalsich moznosti, jak spocitat Vandermontiv determinant, ovSem zde

uvedeny postup prevzaty z [21] je asi nejzajimavéjsi.

4.70.2 Reseni. Vyjdu z matice typu (5,5), ktera ma na hlavni diagonale jedni¢ky, pod ni nuly a nad ni libovolna
¢isla. Determinant této matice je roven jedné. Déle provedu s touto matici nékolik krok Gaussovy
elimina¢ni metody, které neméni determinat (pfi¢teni nasobku libovolného fadku/sloupce k jinému) tak,
abych odstranil jednicky z diagondly a nuly z mista pod diagondlou Vyslednd matice bude mit stale

5.44.%

5.45.5

5.46.°

determinant roven jedné.

Reseni.
— (a) hod A = 2, hod
— (b) hod A = 2, hod

Alb
Alb

= 3, soustava nema feseni,
= 2, soustava ma feSeni,

Paugpay
-~

(c) hod A = 2, hod(A|b) = 2, soustava m4 FeSeni,

(d) hod A = 2, hod(A|b) = 3, soustava nem4 FeSeni,

(e) hod A = 2, hod(A|b) = 3, soustava nema Feseni.

Reseni. Mezivysledky po eliminaci matic uvedenych soustav lze najit v feseni ke cviceni 5.50
a) Baze: {(5,—-2)}, dim =1,

c) baze: {(1,-2,3)}, dim =1,

b) béze neni, dim = 0, soustava mé pouze trividlni Feeni,

(

(

(c)

(d) baze neni, dim = 0, soustava méa pouze trivialni feSeni,
(e) béze: {(13 2,7)}, dim =1,

(f) béze neni, dim = 0, soustava ma pouze trividlni FeSeni,
(g) baze: {(5,—7,5,6)}, dim = 1,

(h) béze: {(2,1,0,—1),(—25,0,9,13)}, dim = 2,

(

21
i) soustava je ekvivalentni se soustavou s matici { 0 0
00

dosadim 1,0,0,0; 0,1,0,0; 0,0,1,0; 0,0,0,1 a ostat
{(13 725 07 Oa 07 O’ 0)7 (07 85 735 ]-7 07 07 0)? (07 67 747 07 15 25

Reseni.

? (0?

— (a) 2,1) +((3,2)),

—

—

(b) (g H—;) ~ (f 3\:;), fesent: {(—3,8)},
(© (% 7|37 ~ (@ -11-2), feseni (0,2) +((1,2)),

1
1
1

12 21
3 2 1 2>, za proménné x1, T4, Ts, T7 postupné
0 -211

3
1
0
ni proménné dopocitam z rovnic, dostavam bazi:
0

4,-1,0,0,—1,1)}, dim = 4.

L= ! 1 =1 1]1\ wowo ¢
—(d) (1 1 1]5])~ (0 1 0‘2), feSeni: (3,2,0) + ((—1,0,1)),
10 1|3
1 -4 1 101 -4 1
— (e) det A =142, |11 -9 —4| = 2840, 3 11 —4| =710, |3 —9 11| = 142,
11 2 1 5 111 1 5 2 111
Fesent: 15(2840, 710, 142) = (20,5, 1),
71 -3 —4|1 7 01 -3 —4]1 71 -3 —4]|1
— (f) (3 -2 5 -6 1) ~ (17 0 -1 —14 3) ~ (17 0 -1 —14 3), FeSeni £(2,48,19,0) + ((1,6,3,1)),
6 5 —13 3 |1 —290 2 23 |-4 50 0 —5|2
2 -3 -3 —4|1 o 3 3 _4l1
— (g) (6 -9 7 10 3) ~ (0 o & 11 ‘0) feSeni: (2,1,0,0) + ((3,2,0,0),(2,1,11,-8)),
3 -3 13 18 |1
12 3 -1|7
1 -8 —13 9 | -9 Lo 117
—m) 4 -r 2|~ (0 23 75‘8), Fegent: (4,0,1,0) + ((—1,1,0,1), (—7,0,5,8)),
31 1 2|13
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5.48.5 Reseni. (2,0,0,0,0) + ((0,1,0,0,0), (—

Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

31 224 1 4|2
93 9 713 —110|7 31224 1 4|2
— (i) |62759 4 9|8 |~ <0 0311 -4 -2 1)7 feSeni: (0,-10,0,3,0,0,1) +
315365 3 5|6 00000 2 1|1
9312814 9 15|15
1,-3,0,0,0),(0,—2,0,—1,1,0,0),(2,1,0,0,0,1, —2)).
1

+ <(13 735 07 Oa 07 07 0)7 (07 45
5.47.5 Redeni. (b) {(=1,1)}, (c) (0,1,~1,0,0) + ((1,0,-2,0,0), (0,0, ~1,1,0), (0, =1, —1,0, 1)).
( 1,0,1,0,0),(2,0,0,1,0),(—3,0,0,0,1)).

5.49.5 ReSeni.

— (b) det A =1, 3 71‘ = 8, feSeni: (—3/1,8/1),

— (e) FeSeno pFimo v tloze 5.46 Cramerovym pravidlem.

9

5.50.3 ReSeni. Symbolem [a—b] v nékterjch Fesenich zde oznaéuji prohozeni a-tého sloupce s b-tym.

—CT|Ey) = (-5/2 1), to je jediny prvek hledané baze,

= (a) ~ (1 5/2) = (E4|C g) s (L0 3) = (B[C), (—CT|E>) = (3 2 1) (13 (1 2 3)
0 2 ' ’ |

), )
)N(; 1

9
— (c) ~ (2 1 01
21 —4 01 —2/7 10 —13/7
— (e) ~ (7 0 13) ~ (1 0 —13//7) ~ (o 1 —2//7) = (E1|C), (=CT|Ey) = (13/7 2/7 1),
123 -1 100 -5/6
— (g) ~ (0 15 -3 ) ~ (o 10 7/6) = (E{|C), (-CT|Ey) = (5/6 —7/6 5/6 1),
001 —5/6 001 —5/6
12 -3 4 10 —-1/9 2 1/9 13/9 1 0 . .
— (h) ~ (0 9 _13 9) ~ (0 1 713//9 1) = (E1|C), (-CT|Ey) = (fz 7/1 0 1), to jsou dva prvky baze,
2131 2 21 210 -8 60 —4 100 -8 —6 2 —4
— (i) ~<00 13 2 12>~<001 3 4 0 1> [152, 253, 36] <0 10 3 4 0 1>(E1|C),
0000 -211 000 0 —21 1 001 0 —21 1
8 -3 0 1000 08 -3 0 100
(—CT|Ey) = <2 _04 g 8 é (1) 8) (36,23, 12] <$ ij _04 g 8 é 8), to jsou hledané 4 prvky béze.
4 -1 -1000 1 0 4 -1 -1001
5.51.% ReSeni.
25 3] /1213 3 -3 —5 3 -2 —5
—>(a)x2:1112/132:—36/(—12)—3() = |7 16 —3/7 1 -3 =—49/(—49) =1,
312/ 312 1 0 —2 11 —2
411 0 4 -1 1 o0
24| /12 3 11 2 1 1 2 2 1
— (b) x5 = |3 6|/‘3 4| =0/(=1)=0,(d) z2= |15 1 g 4 / 16 15 —9 4| =8/(=100) =—0,08,
5 1 2 —1 5 —6 2 -1
12 -1 11 -1 1 2 -1
—(e)xe=1|1 2 1 /1 -1 =8/4=2,(f) |1 2 1|=0, soustava nemd jediné FeSeni (presnéji: bud
1 -2 2 1 -4 1 -2 2

nemd zadné FeSeni nebo jich ma nekoneéné mnoho). Nelze pouzit Cramerovo pravidlo.

5.52.5 ReSeni.

—@ (12]2) ~ (e ]ime) b = 1, Eesent (1,0) + (L), p = ¢ (-1 1] 1), Teseni
(1,0) + ((1,1)), p # =£1: (ﬁ’ é"l’) ~ ((1’ é“j), feseni (1, 0).

1 -7 =5| 0 1 -7 =5

— (b)detA=(p—-17(p—2),p=1T: (2 17 -1 3) ~ (o -3 9

—1 0O 0 O

0 1 -7 =510 R

31) ~ (0 1 3 ‘1), FeSeni (%,0, %) +((1,3,—4)),

-1 3 17
1 -7 =5
p= 2: ( 2 -2 -1
-1 3 2 |-

0
3) , hema TeSeni,
1

p & {17,2}: jedno feseni (2, 7, 72 ),

- (C) det A = 7(p - ]‘)2(p+ 2)5 p= Lo~ (1 11 | 1)7 feseni (17070) + <(717 170)5 (71507 1)>5

p=-2 ~(p 4 ﬂ*f), feseni (0,0,1) + ((1,1,1)), p & {1, —2}: jediné Feseni (0,0, 1).

, 2 _ 2 2
— (d) det A = (p—1)%(p+2), p € {1,—2}: nemé Feseni, p & {1, —2}: feseni ((5+2)3(1;_L), (pZQ)z(){kfp), z;+21)’

1 p -11]|-3

-2 0 1 0fo T , - . . oo ,
— (e) det A =0, ~ 0 4pt1 0 0|-s | kvili predposledni rovnici nemtize x5 = 0, takze kviili posledni

0 p 0 0|O

rovnici musi p = 0, jinak soustava nemé feseni,

1 0-11|-3
p=0: ~ (2 01 0[0 ), feseni (0,8,0,—3) + ((1,0,2,1)),
0100

1 1 2 6 11 2 6 v v ; (13 1
- (f) ~ 8 pi5 _010 _02 y P = 5: (0 4 ,10‘,2)7 reseni (757550) + <(797532)>7

p # 5: jediné Feseni (22,0, 2),
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5.53.4

5.54.3

5.55.2

5.56.2

5.58.4

Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

120 2|5
(g) oznafim = = x4 a pfictu dislo 4 ke kazdé rovnici, ~ (0 1 -2 p-2|0 ), p = 5: nem4 FeSent,
00 0 p-5|—4

—p’ p—5 * D B5—p
(h) detA = (p - 1)27 p= 1. ~ (1 11 | 1)7 f‘eéeni (17()’()) + <(717 170)5 (71507 1)>5
p # 1: jedniné feseni (—1,1,1),
(i) det A = (p—1)3(p+3),p=1: ~ (1 1 1 1]1), Fedeni (1,0,0,0)+((—1,1,0,0), (—1,0,1,0), (—1,0,0,1)),

p # 5: FeSeni (% Aw=2) o A4 )+ ((—4,2,1,0)),

111 3|1
p=-3 ~ {001 _1|o| nemé feSeni, p & {1, —3}: jedniné feseni —15(1,1,1,1),
000 0|1
() det A = p(p+3), p = 0: ~ (1 1 1]0), feseni ((~1,1,0), (~1,0,1),
p=-3 ~ (; L2 ‘ g), fegeni ((1,1,1)), p & {0, —3}: jediné feseni (2 — p2,2p — 1,p3 + 2p® — p — 1).
Reseni
-2 117 P -2 1 1| 7Y v«
(a) ~ lerl —01 g 311(1—71343 ,p = —1,q # 11: nem4 feSeni, p = —1,q = 11: ~ (1 5 0‘73), feSeni
(0,3,4) + ((1,1,1)), p # —1: jediné Fesent (% Mol g4, 3l g 7),
(b) detA = (p—1)2(p+2),p=1: ~ (é (1) é‘qil), p = 1,q # 1: nemd FeSeni, p = 1,¢ = 1: TeSeni
—2 1 1| 1
(1,0,0) 4+ ((-1,1,0),(-1,0,1)), p= —2: ~ ( 1 -10 1), p=—2,q # 1: nem4 FeSeni,
0 0 0|g-1

p=—2,q=1: feseni (0,1,0) + ((1,1,1)), p & {1, —2}: jediné Feseni ( —__ p’ip—g-l Wl)“’“)),

1
(r+2)(p—1)’ (p+2)(p—1)’ (p+2)(p—1)

1 P 1 1 1
(c) det A =pgr—p—q—r+2, ~ <1 0 > ~lg# 1~ < L—p ¢-1 0 0 > ~
- (1-pr)(1—q) (1-r)(1—q) 0| (1-r)(1—q)
P 11 1

( 1-p ¢-10 0 ), v tpravé jsem predpokladal ¢ # 1, pfipad ¢ = 1 ponechdm na pozdéji,

detA 0 O0|(1—-r)(1—q)
q #1,det A # 0: jediné feseni 1< ((r —1)(¢—1),(r —1)(p—1), (¢ — 1)(p — 1)),
q# 1,7 #1,det A = 0: nem4 FeSeni,

g#1,r=1,det A =0: ~ (ﬁp L é‘é),feéeni 0,0,1) + (g —1,p— 1,1 — pq)),

1

p 1 1| 1
nyni pfipad ¢ = 1 se vSemi podpfipady: ~ (1107” 1-r 0 17”), p=qg=r=1 ~ (11 1]1), FeSeni
1-p 0 0] 0

(1,0,0) + ((—1,1,0),(=1,0,1)), g =1,p=1,r # 1: ~ (1 . é‘}), feseni (0,1,0) + ((—1,1,0)),
g=1,p#1,r=1: ~ (’1’ ! 3‘3), fesent (0,1,0) + ((0,1, 1)), g = 1,p # 1, # 1: jediné feseni (0,1,0),
|
|

@ ~ A0~ (5 2| n) ~ (6 2% | sl ) P# 0.0 # 0,p% = g = 0: memd fesent,
p#0,p=q ~ (1 1]1), feSeni (1,0) + ((1,—1)), p # 0,p* — ¢* # 0: jediné feseni (1,0),
p=0: ~ (2 g‘(q)), p=q=0 feseni R? p=0,q# 0: jedniné Teseni (1,0).

Reseni. Determinant soustavy je Vandermondiv, takze je nenulovy pravé tehdy, kdyz viechny parametry
a; jsou vzajemné ruzné. V tomto pripadé ma soustava nenulové feseni.

Reseni. Necht K = {ba,,ba,,-..,ba,}, je néjakd koneéna podmnozina mnoziny M. Polozim jejich
linearni kombinaci x1bs, + x2ba, + - - + 1 b,,, rovnu nulové posloupnosti. Zapisu-li, co to znamena
pro prvnich n slozek téchto posloupnosti, dostavam soustavu stejnou, jako ve cviceni 5.54. Protoze jsou
v8echna «; vzajemné riznd (vybral jsem rizné posloupnosti z mnoziny M), mé tato soustava pouze
trividlni feseni, takze K je linedrné nezavisla mnozina vektort. Protoze K byla vybrana z mnoziny M
libovolné, je také M linearné nezavisla mnozina.

ReSeni. z1(bg + by + -4+ o b, 1) + 29(bo + asby + -+ b by_1) 4 - + 2, (bo + by + -
+a" b, 1) = o, takze (z1+x2+- - +xn) bo+ (T101 + 2202+ +Tpan) b+ -+ (51:10/11_1 +x2ag_1 +
<+ 2,07 1) b,_1 = 0. Protoze mnoZina by, ba,...,b,_1 je linedrné nezavisla, museji koeficienty jeji
linearni kombinace byt nulové, ma-li se tato kombinace rovnat nulovému vektoru. Z toho vychézi soustava
rovnic jako ve cvifeni 5.54. ProtoZze a; jsou vzajmené ruzna, musi byt x1 = zo = --- = x, = 0, takze
vektory z libovolné n-prvkové koneéné podmnoziny mnoziny M jsou linedrné nezavislé.

Reseni. Protoze mnoZina feSeni homogenni soustavy je podprostorem. Poznamka 1.27 dokazuje, Ze
takovy podprostor, mé-li nenulovy prvek, musi mit nekoneéné mnoho prvki.
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5.59.3

5.60.3

5.61.%

Ll

5.62.3

5.63.3

5.64.°

5.65.3

5.66.%

Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

Reseni. Stadi prohodit vyznam pojmi ,neznamé“ a ,koeficienty soustavy“ a fesit p¥islusnou ,du-
alni“ soustavu homogennich rovnic. Presnéji: Do fadk matice U zapiSeme postupné slozky vektori
U1, U2, . .., ur. Hledand soustava s nezndmymi koeficienty A = (a; ;) splituje AUT = O, kde O je nulova
matice. Po pouziti vlastnosti (5) véty 3.38 mdme UAT = O7'| takze k nalezeni koeficientt matice A staci
Fesit homogeni soustavu rovnic Uz = o. Slozky kazdého bazického prvku feseni této soustavy odpovidaji
koeficienttim jedné rovnice hledané soustavy Ax = o.

Reseni. Koeficienty pfidruzené homogenni soustavy najdeme zptisobem popsanym v feseni cviceni 5.59.
Pravou stranu zjistime dosazenim partikulédrniho feseni v do vSech rovnic.

Reseni

(a) ano,

(b) ne (obaly se rovnaji, rozdil partikuldrnich feSeni nelezi v obalu),

(¢) ano,

(d) ne (dimenze prvniho lin. obalu je 3, zatimco dimenze druhého lin. obalu je 2),

e) ano.

ReSeni. Zapisi pro stru¢nost jen matice hledanych soustav.
19 0|1 -245 0 —20][11
(a) (1 —2|-1), (b) (0 3 _1‘2), (¢) (1 —23]1), (d) (-9 1 228]91), ()0 33 -1 0 of11]).
0 23 0 6 2|55

Reseni. Postup nalezeni béaze feseni napiiklad podle diikazu véty 5.13 zarucuje, ze pokud koeficienty
soustavy jsou celo¢iselné, pak jednotlivé slozky baze jsou racionalni ¢isla. Nechf u; je prvek baze, ktery
ve slozkdch obsahuje zlomky. Pak jej mohu nahradit vektorem v; = k;u;, kde k; je nejmensi spolecny
nasobek jmenovatel vSech zlomku ve slozkach w;. Vektory v; pak obsahuji jen celociselné slozky. Dtkaz,
7€ V1, V2, ..., Uy jsou linedrné nezavislé praveé kdyz jsou linedrné nezavislé wi, us, . . . , 4y, a maji spolecné
linearni obaly si udéla laskavy ¢tenar sam.

ReSeni. Zlomki se nezbavime, napiiklad ,soustava® jedné rovnice o jedné neznamé 2z = 1 ma je-
diné feSeni % a nic s tim nenadélame. Tj. partikularni feSeni miize obsahovat ,neodstranitelné“ zlomky,

zatimco baze mnoziny feSeni pfidruzené homogenni soustavy mize byt (podle vysledku pfedchoziho

cvideni) zapsdna bez zlomki. Ani pfitomnost netrividlni mnoziny feseni pfidruzené homogenni sou-

stavy nezaru¢i moznost odstranéni zlomkt z partikuldrniho feseni, jak dokladd napfiklad mmnozina
_ (1

Reseni.

(a) (; i ‘ é ; i) ~ (1 2|1 1 2), baze feSeni pfidruzené homogenni soustavy: {(2, —1)}, partikuldrni feseni

pro jednotlivé sloupce pravych stran: (1,0), (1,0),(2,0), X = (é é (2)) + (Ett 37; 2), t,u,v € R,

10[011 10/o 1 1
(b) {2101 2]~ [01|]0 -1 0 ), Zidnd matice X nespliiuje poZadovanou rovnost (pro druhy a tfeti
32031 000 2 —2
sloupec na pravé strané to plyne napf. z Frobeniovy véty).
10/01111
10/0 1 1 1 1 e e e 001 1 1 1
(¢) [21]0121 2]~ ( ‘ B - ), existuje jediné feseni X = ( - - ),
(3201313) 01(0 -10 -10 0 -10-10
2 -1 -1 2|2 -3 0 10 -2 314 -3 o
1 0 —23[|4 -3 2 DU ;
(d) 8 —2 1 5|9 -7 5] ~ (01 -3 4|6 -3 4 ), baze feSeni pfidruzené homogenni soustavy:
5 5 ol7 _1 1 00 1 —1|-1 1 -1

1
(—1,-1,1,1), partikuldrni feseni pro sloupce pravych stran: (2,3, -1,0),(-1,0,1,0), (0,1, —1,0), takze

b
2 -1 0 -t —u —v
3 0 1 —t —u —v
X=1" ] 41+t 7 0 tweeR,
o 0 O t u w

(e) po pfechodu k transponovanym maticim:

0 1 -1|3 -1
1 -2 0|13 -3 11 -31[10 =2
1 -3 1]10 2| ™ 02—73‘17 -3
-1 5 -3|-4 0

pridruzené homogenni soustavy: {(1,—-3,0,2),(—1,7,2,0)} partikuldrni feSeni pro jednotlivé sloupce:
2 -1

2
3 (e
1 , baze Teseni
3

1 0 0 0 2v 2w

- t u —v —w
(2,5,—1,0),(—1,0,0,—1), takze XT = 504 <_3t _3“> + <7” 7“’) , po transponovani dostaneme
0 -1 2t 2u 0 o0

hledanou matici X.
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6.34.5

Ll

6.35.5

—
—
—

—

6.36.4

Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

Reseni.
31 1 2 110 —4
(a) dim M = 3, protoZe g ; _12 _02 ~ (o 11 10) = B;. Bazi M tvorii napfiklad fadky matice Bj.
43 -1 —6 001 -2
100 2 100 2
dim N = 3, protoze <§ 22 —§> ~ (0 11 —2) B,. Bézi N tvori napiiklad fadky matice By. dim M V
001
4 6 0 —4

N = 4, protoze ptipiSeme-li k fadkiim matice B; jesté fadky matice By, dostavame Sestitadkovou matici,
kterd mé hodnost 4. Je tedy M VN = R* a baze M V N je napiiklad standardni baze R*. Podle véty 6.6
jedimM NN =3+3—4=2. Bazi M N N mizeme hledat podobné, jako v prikladu 6.7, mtzeme ale
pouzit vysledku cviceni 5.59 a pracovat na chvili s homogennimi soustavami rovnic, jejichz feSenimi jsou

100 4

M a N. Tuto metodu si ukdzeme. Protoze By ~ (0 10 —8), je mnozina M feSenim soustavy o jediné
001 —2
100 2

rovnici —4x1 4+ 8x2 + 2x3 + x4 = 0 a protoze Bo ~ (0 1 0 —2 |, je mnozina N feSenim soustavy o jediné
001 0

rovnici —2x7 + 2z2 + x4 = 0. Soustava, obsahujici obé rovnice soucasné, mé feseni M N N. Staci najit
bazi tohoto feSeni, tj. dvé linedrné nezavisld feseni. Matici soustavy téchto dvou rovnic lze eliminovat

0 4 2
linedrné nezavislé, takze tvoii hledanou bazi podprostoru M N N.
(b) dim M = 2, baze napiiklad B; = {(2,2,1,-3),(3,1,—1,2)}. dim N = 3, béaze napiiklad By =
{(2,3,3,-1),(3,2,—-2,1),(1,—6,6,—1)}. dim M vV N = 4,, protoZe matice sestavena z bazickych vektori
z By i B, m4 hodnost 4. Takze M VN = R* a baze MV N je napiiklad standardni bdze R*. dim M NN =
243 —4 = 1. Bazi priniku hleddm podobné, jako v ptfikladu 6.7, matice soustavy, kterd plyne z rovnosti

na (2 20 :1) Vidime, ze naptiklad vektory (1,0,1,2) a (3,1,0,4) jsou FeSenim této soustavy, jsou

23 1 2 0 23 1 -2 0

avi +bvs 4+ cvs = aug + Pus je: <2 fz ;6 :f g ) ~ <g 705 I;g 33 827>, k dalsimu postupu mi satci
-1 1 -1 3 -13 00 0 7 -27

posledni fadek, volim-li § = Tt, musi o = 27¢, takze au; + fus = 27t(2,2,1,—3) + 7t(0,—4,—5,13) =

#(54,26, —8,10), takze M N N = ((54,26, 8, 10)) = ((27,13, —4,5)), baze M N N = {(27,13, —4,5)}.

(¢) dimM =2,dim N = 2,dimM V N = 3,dim M N N = 1, baze M N N = {(3,1,2, -3)}.

(d) dim M = 3,dim N =2, N C M, takZe badze M N N = baze N.

(e) M =R* dim N =2, N C M, takze badze M N N = baze N.

(f) dimM = 3, dimN = 2, dimM VN = 4, tf MVN = RL dimM NN =3+2 -4 =1, M

S, . . o .. (-3 2 10 .
je FeSenim soustavy s matici (3 1 -2 0), N je feSenim soustavy s matici (0 1o 1), tedy M N N je

3 1 —20 31 -20

FeSenim soustavy s matici (3 2 1 0) ~ <0 -1 0 1), takze M NN ={(5,3,9,3)}.
0 -1 0 1 00 —13

Reseni. Hledané mnoziny jsou zde zapséany jako linearni obal jejich baze.

(a) M = <(71?27570)7 (472507 75)>7 dim M = 27 N = <(17 17 7170)5 (717 170a3)>7 dim N = 27 MVN = R47

dimM\/N:47 dimMﬁN:O7 M NN = {o},

(b) M = ((~7,3,5,4)), dim M = 1, N = ((0,0,1,1),(1,1,3,0)), dim N = 2,

MV N = ((-1, ,5, 4),(0,0,1,1),(1,1,3,0)),dimM VN =3, dimM NN =0, M N N = {o},

(c) M = ((1, 2,2 o),( ,0,4,2)), dim M =2, N = ((1,2,2,0),(3,4,0,6)), dim N = 2,

MV N = ((1,2, 0),(3 0,4,2),(3,4,0,6)), dimM VN =3, dimMUN =1, MUN = ((1,2,2,0)),
(d) M ={(-2,1,1,1)), dimM =1, N = ((1,1,1,-2)), dimN =1, MV N = ((-2,1,1,1),(1,1,1, —2)),

dmMVN=2dmMNN=0, MNN = {o}.

Reseni. Baze a dimenze mnozin M a N a), b), c) nalezneme v feseni cviceni 6.35 a 6.34.
a) MVN =R* dimM VN =4, MON = ((1,2,3,-2)), dim M NN = 1,

— (b) MV N = ((-17,3,5,4), (1,—6,6,—1),(2,3,3,—1)), dim M VN =3, dimM NN =0, M NN = {o},

l

!

) MVN=R* dimMVN=4,dimMNN =0, MNN = {o},
d) M = {(1,-2,1,0),(2,—3,0,1)), N = {(0,1,2,3),(3,2,1,0)), dimM = dim N = 2, M V N = R4,
dimM NN =0, MNN = {o},
(e) M = ((1,0,0,1),(0,1,1,0)), N = ((1,1,0,0),(0,0,1,1)), dim M = dim N = 2,
MV N ={(1,1,0,0),(0,1,1,0), (0,0,1,1)), dim M VN =3, M NN = <(1,1,1,1)>
0,1)

o~~~

- {)M=N=MVN=MnN ={((1,0,0,1),(0,1,1,0)), dim = 2.

6.37.5 ReSeni.
—(a)1-(2,1)4+3-(3,2) = (11,7) = a(2,2) + 5(—1,0), tj. a = %, 0 = —4, takze x = (7/2,—4)(32),
—(b)4-(1,1)+2-(2,-1)=(8,2) = «(1,0) + 8(—1, 2), takze « = (9,1)(32),
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Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

- (C) 4(13 17 1) + 2(27 715 2) - 2(37 ]-a 71) = (2707 10) = OZ(L(),O) + ﬁ(717072) + 7(07 ]-a 1)7 tj' Y= Oa ﬂ = 57
a =17, takze ® = (7,5,0)(p,),

— (d) 2(3,1,-1)+0(2,3,1)—1(1,—-2,—-3) = (5,4,1) = a(1,2,2)+5(1, 3,5)+~(1, 2, 3), po vyFeseni soustavy
mém a =2, = -6,y =9, takie * = (2, —6,9)(p,),

6.38.* Reseni.

— (a) B mé dva prvky, C také, staci tedy zjistit, zda je C' linedrné nezavisla: u(by + bs) +v(by — ba) = o, tj.
(u+v)by + (u—v)bs = 0, protoze B je LN, musi u+v = 0 au—v = 0, z toho plyne, Ze u = v = 0, takZze C
je LN, soufadnice & vzhledem k (C') oznacim «, 3, je @ = (b1 +ba) + B(b1 — ba) = (a+ 3)by +( ﬂ)bg,
protoze soufadnice & vzhledem k (B) jsou (2,3), musia+ =2, a — =3, takzea = 2, 8 =

— (b) @ = a(2b1 + ba) + B(2bs + bs) +v(2bs + b1) = 2a+v)b1 + (a+26)by + (ﬂ +27)bs, le souradmc

od
@ vzhledem k (B) musi 2a +v =2, a+28 = -1, 5+ 2y =0, tj. a = 9,6*7— 5 4 , takze
_ 8 4
x= (-5 6)(0)

— (¢) & = a(b1 +2by +b3) + B(bz +b3) + (b1 +2b2 +2b3) = (a+
3by +2by + 1b3, tj. a =1, B = —4, v = 2, takie = (1, —4,2) (¢

— (d) = a(b1 + b2) + 5(b2 +b3)+7(b3+b4)+6(b4+b5)+e( + ) (a+€)br + (a+B)ba+ (B+7)bs +
(v+8)bs+ (6+€)bs = 1by +1ba+1b3+1by+1bs, tj. a =3 =7y=d =€ = %, takze x = (%, %, %, %, %)(C),

— (e) Stejnd uvaha jako v pfedchozich pt¥ipadech vede na soustavu o +v + 2§ = 1, 2a + 5 + 36 = 2,
a+204+v+4+30 =3, 6+ = 4, kterA ma feSeni a« = -7, f = =2, v = —4, 6 = 6, takze x =
(777 -2, -4, 6)(0)

~—

"U o

)b1 +(2a+ B+27)ba+ (a+ B3+27)bs =

6.39.* Reseni. T¥i linedrné nezévislé polynomy nejvyse druhého stupné tvoii bazi polynomii nejvyse druhého
stupné. Takze u danych mnozin je potfeba ovérit, Ze obsahuji t¥i polynomy a Ze jsou linedrné nezavislé.
— (a) a(z?—22—-2)+B(z*+22+2)+vz = 0 Vr € Rtj. (a+B)z? +(—2a+28+7)r+(—2a+23) =0 Vz € R,
po pouziti véty 11.10 dostavam soustavu, kterd mé jen trividlni feSeni, takze polynomy jsou linedrné
nezavislé a tvori bazi. Analogicky pro polynomy z mnoziny C. Ozna¢im (S) = (22,z,1) standardni

1 10
bazi polynomi nejvyse druhého stupné. Zjevné je A (g p) = | -2 2 1| matici pfechodu od (S) k (B) a

-220

11 0

Aoy = <11 ;4 21> je matice pfechodu od (S) k (C). Podle vét 6.21 a 6.27 je A(;B)A(S,C) matice

pfechodu od (B) k (C) a A(;C)A(S,B) je matice pfechodu od (C) k (B).
ProtoZe podle véty 5.39 je (B"1A|E) ~ (A|B) ~ (E|A~!B), je mozné hledané matice pocitat eliminaci:
1

1 101 1 0 100|-% -2 1
-22114 -4 2 ) ~ (0103 $ -—3), pfifemz hledand matice pfechodu A (g c) je zde napsina
2204 4 -1 001| 0 -8 3
1 10]1 0 -2 é s ]1o00
vpravo od matice E. Dale | -2 2 1|4 —4 2 | ~ | § £ —1]|0 1 0], pficemz hledand matice pfechodu
2204 4 -1 6 2 0 |001

A ¢,y je zde napsana vlevo od matice E.

— (b) C neni baze, protoze napiiklad je —(z +2)? + (x — 1)? + 3(2x + 1) =0 Vz € R.
001110 1002 1 -1 2 1 -1[100
— (¢) Podobné jako v pfipadu a) dostanu (1 10[00 1) (0 1o|-2 -1 2> ~ (—2 -1 201 0),
123123 001|1 1 o0 1 1 0001

2 1 -1
takze A(p,cy = Ac,B) = <2 -1 2 >
1 1 0
— (d) B neni baze polynomi nejvyse druhého stupné, nebot obsahuje polynom tfetiho stupné a ani C neni

béze, protoze neobsahuje tii prvky.

6.40.° Reseni.
— (a) (—1,2,1),
— (b) a (Z, 411,3) protoze °+2z—1 = 3 (2% —22—-2)+1 (a2 +29:+2) +3z,b] (1,1, -1), protoze 22 +22—1 =
1(a?+22-2)+1(22+2)— L(z—1), ] (8,-6,1), protoze 2?2 +2r—1=8(x+1)—6(x+2)+1(22+3),
— (c) Vyuziji matici pfechodu od (C) k (B) vypomtanou v 6.39, ddle souradnice vzhledem k (B) vypoéitané

s 3 1 2 1 -1 8 9
T
0 3 5 1 1 0 1 2
6.41.3 ReSeni.

— (a) (f g‘g Bl) ~ (i j1 ‘(1) (1)), vlevo od jednotkové matice mam matici pfechodu od (Bz) k (By), tu

v ptipadu (b) a koneéné vyuziji vétu 6.23, a] o

6
— (d) (1,2,-1).

NS
oo
oo

vyuziji spoleéné s vétou 6.23 na vypocet souradnic vzhledem k bazi (Bs): (_%1 _11) . (;) = (_%4),
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3 3 3 3

— (b) G ,21‘(1) 21) ~ (% _2% é 2 , hledané soutfadnice jsou (% _2%) . (;1) = (?),

1 2 3|1 -10 1 I 2]100 17 2 4 7
— (c) (1 -1 1{0 0 1) ~ (o § —1‘0 1 0), hledané soutadnice jsou (o 3 —1) : (2) = (5),

1 2 —1]/0 2 1 1-1 1001 1 -1 1 -2 0

3.2 1]111 0 3 —2[100 3 -2 2 2
— (d) (1 3 -1(23 2) ~ (5 -1 —4|0 1 0), hledané souiadnice jsou (—5 -1 —4) . (0) = (—6).

-11 -3|253 8 0 7001 8 0 7 -1 9

6.42.° Reseni.
. G qs - 2 11 s
— (a) A,o) = G _11 , hledané soufadnice jsou A (¢, p) @) = A(Bl,C) <3) = (; _2%) (3) — (_2%)7

01) A (2) A-L ? 1(4 1 2) ? 1(7)
o], -1 = — =2(-2 4 1 — ==(-8],
12 (©.5) 0 (B,C) 9\ 1 —2 4 0 9\ 4

N—

(=3
N}

0
A 01 A 2 Al g 0 1 -1 :; 1
— (c =(212), -1 = =(-21 o = (-4,
) Aw.c) ( 2) @5 ( ) (B.C) 1 ( I -11 ) 1 2 )
10001 1 1 11 —-171 -1 1 1
@ A 11000 A 1 AL 1 L[t 1 e
— =|lo1100], 1] = 1|l==]1 -1 1 1 <1 1|l==11],
(5.9 00110 5 1 A 2l c11 1 2\
00011 1 1 1 -1 1 -1 1 1 1
1012 1 1 -1 4 1 -3 1 _7
_ (2103 2] _ A-1 2 1[-1 0 1 -1 2| _ [ -2
— (e) Ao = <1 21 3>’ A, (3) - A(B,C) (3) 2 (0 -1 1 %) <3> - <—4>'
0101 4 4 1 0 -1 2 4 6

6.43.> Re3eni.
001 001 ) ) . 10 0
— (a) (1 0 o), (b) (o 1 0), (c) jako b), protoze v tomto ptipadé A (p o) = A(B oy (d) (0 0 1),
010 100 '

0 -1 0
12 13 1 2 100
—(e) (2 -1 -2|-2-1-1)~ (010
1 2 -2 001
6.44.3 ReSeni.

01 3
— (a) zméni se pofadi Fadkt matice pfechodu,
— (b) zmeni se pofadi sloupct matice pfechodu,
— (c) i-ty fadek matice pfechodu je vyndsoben konstantou é,
— (d) j-ty sloupec matice pfechodu je vyndsoben konstantou [,
— (e) od j-tého Fadku matice pfechodu je odecten fadek i-ty.

—4/11 2/11 —9/11

—42 -9
20/11 1/11 23/11 >, tj. Ap,o) = ﬁ (20 1 23 >,
—3/11 7/11 —15/11 ’ -3 7 —-15

6.45.* ReSeni. Z obrazku, ktery si udéla laskavy ¢tenaf sam, plyne, Zze w; = by + by, us = by + bs, us =
101

b1 +ba+bsz. Matice pfechodu od (B) k (C) tedy je A(p,cy = (1 1 1) . Mnozina B je zjevné bazi linearniho
011

0 1 -1
prostoru Up, a protoze A g ¢y je regularni, je také C' bazi. Konecné A ¢ gy = A(p,c) = (—1 10 )
1 -1 1

- 1 0 1 -1\ /1 ~1
6.46.* ReSeni. Soufadnice vzhledem k bézi (C) jsou A (¢ p) <2) = <—1 1 0 > <2> = < 1 )
3

1 -1 1 3 2

6.47.2 Reseni. (b7, b3 ,...,b7|cT,c¥, ..., cT) je rozsifens matice soustavy soustav A X =Ais.0) Resenim
této maticové rovnice eliminaci tak, ze E je vlevo, dostavam X = A(_S{B)A(S,C) = A,s)As,o) =

A (B,c)- Pfi eliminaci takové, Ze E dostanu vpravo, je fesenim matice X 1= A -

7.94.> ReSeni.

— (a) Neni linedrni, protoze .A(0,0,0) # o, pfitom podle véty 7.10 linedrni zobrazeni splituje .A(01) = 02,

— (b) Je linedrni: 1) A(z1+y1, z2+y2, x3+ys3) = (0, z3+ys, zo+y2, z1+y1) = (0,3, 22, 21)+(0,y3, y2,y1) =
A(x1, 29, 23) +Aly1, Y2, y3), 2) Alax:, axs, axs) = (0, axs, axs, axy) = (0, x5, 22, 21) = @A(x1, T2, T3),

— (c¢) Je linedrni, ovéfim napiiklad pomoci principu superpozice: A(ax1 + By1, axs + Bya, axs + Bys) =
(az1 + By1 + axe + By2 — axs — PBys, axe + By2 + axs + Pys — ax1 — By, axs + Pys + axy + fy1 —
axy — By, awy + Pyr + s + Bys) = a(ry +x2 — a3, T2 + 23 — 1, T3+ 21 — T2, T1 +23) + By1 + Y2 —
Y3, Y2 Y3 — Y1, Y3+ y1 — y2, Y1 +y3) = @ A(w1, 22, 23) + BAWYL, Y2, ¥3),

— (d) Neni linearni, neplati napf. A(«a(z1,z2,23)) = @A(z1,x2,23) pro o = 2,1 = x9 = 23 = L
A(a(z1, 22, 23)) = (w1, 0?22, axs, o323) = (2,22,2,23), ale pritom aA(z1, 22, 73) = aw1, 23, 22, 23) =
2(1,1,1,1) = (2,2,2,2),

— (e) Neni linedrni ze stejnych divoda, jako v pfipadé a),
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7.95.3

—

-
-
7.96.3

7.97.2

l

7.102.4

7.103.3

Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

(f) Je linedrni, d& se argumentovat vysledkem cviceni 7.95 (pfipad a), nebo se to d4 ovéfit pomoci
principu superpozice jako v pfipadé c¢) tohoto cvideni, nebo ovéfit vlastnosti 1) a 2) z definice, jako
v pfipadé b) a g) tohoto cviceni.

(g) Je linedrni: 1) A(x1 + y1,22 + y2,23 + y3) = (1 + y1, 21 + y1, 21 + y1, 21 + 1) = (21,21, 21, 21) +
(y1,91,91,91) = A(x1,22,23) + A(y1,y2,93), 2) Alax) = (az1,ax1,ax1,ax1) = alxy,z1,21,21) =
aA(z),

(h) Je linearni, protoze o + o = 0, ao = o.

Reseni.

(a) Piedpokladdm A(x1,xa, ..., zy) = (2?21 CRLIID SRR I cn,jxj).

Oznaéim x = <I1,$2, cesTn), Y = (Y1,Y2, -+, Un). Je ax + Py = (axq,...,ax,) + (Bx1, ..., 0z,) =

(ax1 + By, ..., ax, + ﬁyn) ekto A(azx + By) ma i-tou slozku rovnu vyrazu: 37, ¢; j(az; + By;) =
a 2?21 cijxi+0 ijl ¢i Y5, ti- Alax + fy) = aA(z) + SA(y), takze plati princip superpozice. Z toho
plyne, Ze A je linerni.

(b) Spocitam derivaci funkce A v bodé z: A'(z) = limp_o
limy, o Q = limy,_, h“‘}l(l) = A(1). Ve vypoétu jsem vyuzil defini¢ni vlastnosti linearity. Vidim, ze
funkce A ma ve vSech bodech konstantni derivaci a = A(1), takze musi byt ddna vzorcem A(z) = ax +b
Vz € R. Protoze ale z linearity plyne, ze A(0) = 0, pro funkci A plati A(z) = ax Vz € R.

(c¢) Dokézu podobné jako v b). Misto obyc¢ejnych derivaci pouZiji parcidlni, h = (0,0,...,h,...,0).

(d) V kazdé slozce vektoru A(x) se musi vyskytovat vzorec analogicky vzorci z c), protoze, je-li zobrazeni
A:R"™ — R™ linedrni, pak musi byt linedrni také A4;: R™ — R, kde A;(x) je i-t4 slozka vektoru A(x).

Ath)=A@) _ Jiy, o A@EAG-A) _

ReSeni. Ozna¢im @, ® operace séitani a nasobeni konstantou na Rt a 4+, - jsou operace s¢itani a
nasobeni konstantou na R. Plati log(z @ y) = log(xy) = log(x) + log(y), takZe prvni vlastnost z definice
linearity je splnéna. Také plati log(a ® z) = log(z®) = « - log(z), takze log : RT™ — R je linearni.

Reseni. A(a,b) @ A(c,d) = (a +2°b) @ (c+2%d) = (a +2° +c+ 27— 20 — 20 4 20+d b 4 ) =
(@ +c+2"9b+d) = Ala+¢,b+d) = A((a,b) + (¢, d)),
a® Ala,b) = a® (a+2°b) = (ala+2°) — a2® + 29 ab) = (aa +2°°, ab) = A(aa, ab) = A(a(a,b)).

Reseni.

(a) A je linearni. Zfejmé z definice linearity.

(b) A je linedrni. A(x +y) = a(z +y) = ax + ay = A(z) + A(y), Al(cx) = a(cz) = c(ax) = cA(x).
(¢) Pro u = o je A linearni, jinak ne, protoZe .A(0) neni rovno nulovému vektoru.

(d) Pro u = o se jednd o pfipad a), tj. A je linedrni, jinak ne, protoze .A(0) neni rovno nulovému vektoru.
Reseni. Nebot vlastnost alA(z) = A(azx) pozbyva smyslu: prvni a je z jiného télesa nez druhé a.
Reseni

(a )A({m +2, 2% +a}) = {(2* +2), (2 + 2)'} = {22, 2z + 1},

(b) A((z? +2, 2% + z)) = (23,22 + 1),

(¢) A(P<2) = P<.

Reseni.

(a) B(az?+bx +c) = %$3+ ba? +ex+0, Blaz® + ba +c+uz? + vz +w) = E4a3 + B0a? 4 (c+w)z =
207 + ba? 4 cx + L2® + L2% + wa = Blaz? + b:r +¢) + B(uz? + vz + w) B(aax + abr + ac) =
%ﬁ + abx2 + acx =« (3z3 + %x2 +c ) aB(ax? + bx + ¢), tj. B je linearni.

(b) B neni linearni, protoze B(0) = 1 # o,

(c) Blaaz® + b +c) = 223 + S22 4 cax — & — 2 — ¢, Blaw +bx+c+um2+vx+w) = afugs 4 bug2 4
(c+we— s - —(crw) =923+ 2a% +ex— & -5 —c+ %a® + La? +wx—§—§—w:
B(ax?® + bx + ¢) + B(uz® + vz + w), Blaaz® + abr + ac) = Sa® + ”‘bx2+acx— w o gc =
a(ga®+ 2% +cx— & — 5 —c) =aB(az® + bx + ¢), tj. B je linearm

Reseni.

(a) B({2® +2, 2® + 2}) = {52° + 22, 32° + §2°},

(b) B({z* + 2, 2? + z)) = (32° + 2z, 32° + x2>

(c) B(P<2) = P<s.

Reseni. Necht B) je baze lin. podprostoru M a B D By je baze L (takova B se da podle véty 2.51

nalézt). Volim A(b) = b pro b € By a A(b) = o pro b € B\ By. Zobrazeni A je zndmo na bazi B,
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—

—

7.105.4

7.106.%

—

7.107.°
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takZe je mozné toto zobrazeni dodefinovat vSude podle véty 7.27. Podle véty 7.14 plati A(L) = A((B)) =
(A(B)) = (Bum) = M.

Reseni.

(a) b] A(z1, z2,z3) = (0,23, 22,21) = (0,0,0,0), tj. 1 = 22 = 3 = 0, takze Ker A = {(0,0,0)},

c] A(zy,xa,23) = (v1+ 22 — 3, T2+ 23— 21, T3+ 21 — 2, 1 +23) = (0,0,0,0), z toho plynouci soustava
mé jediné FeSeni trividlni, takze Ker A = {(0,0,0)}, f] podobné jako c], Ker A = {(0,0,0)},

g] musi z; = 0, statni mohou byt libovolné, Ker A = ((0,1,0), (0,0,1)), h] Ker A = R3,

b], c], f] def A =0, g] def A =2, h] def A = 3,

(b) a] A(x) = = = o, tj. Ker A = {0}, b] pro a # 0: A(z) = ax = o, tj. * = o, tj. Ker A = {0}, pro
a=0jeKerA= L, c] prou=o0 je Ker A= L, d] pro u = o jako pfipad al,

je-li Ker A = {0}, pak def A =0, je-li Ker A = L, pak def A =dim L,

(c) A(p) = p’ =0, tj. p je konstatni polynom, Ker A je mnozina vsech konstantnich polynom, def 4 = 1,
(d) B(aa? + bz + ¢) = 22 + L2? 4+ cx = 0 Vo € R, podle véty 11.10 je a = b = ¢ = 0, takie Ker B
obsahuje jen nulovy polynom, def 5 = 0.

Reseni.
000 101 -1 2 3 -1 100
001 -1 1 1 1 2 —4 100
(a) b) (0 1 0) hod A = 3, (] ( o 1),hod./43,f] (_1 5 _3>,h0dA3,g] (1 0 0>,h0dA1,
00 1 0 1 4 2 -2 100

1
h] nulova matice typu (4, 3), hod A = 0.
(b) Standardni baze P<3 je S = {1, z, 2?}, soufadnice polynomu az? + bx + ¢ vzhledem k S jsou (c, b, a),
soufadnice polynomu A(az? + bx + ¢) = 2az + b vzhledem k S jsou (b,2a,0). Pro hledanou matici A
c b 0
musi podle véty 7.49 platit A (b) - <2a>, takie A — (o 0 2) hod A = 2,
a 0 000
(¢) Soufadnice polynomu B(az? + bz + ¢) = 23 + §x2 + cx vzhledem k bazi S' = {1,z,2% 23} v P<3

0 00 0

jsou (0 C, o 2, 3) pro hledanou matici B musi platit B (lcv) = (bf2>, takze B = (é 1(/)2 8 ), hod B = 3.

@ a/3 0 0
Reseni.
(a) Zobrazeni je linearni, nebot plati napt. princip superpozice: A(a(ax? + bz + ¢) + B(uz? +vr +w)) =
(aa+Bu+tactpw)r?—ab—LPBv = a(a+c)r? —b)+B((u+w)r? —v) = ad(az? +ba+c)+LA(a(ur? +vr+w).
(b) (a+c)x?> —b =0 Vx € R, tj. dle véty 11.10 je a + ¢ = 0, b = 0, soustava m4 feseni ((1,0,—1)), takze
Ker A= (z? —1),def A=1,hod A=dimL; —defA=3—-1=2.
(c) Standardn{ baze P<2 je S = {1, z,2?}, soufadnice polynomu az? + bz + ¢ vzhledem k S jsou (c, b, a)
soufadnice polynomu A(ax? + bx + ¢) = (a + ¢)x? — b vzhledem k S jsou (—b,0,a + ¢). Pro matici A

c —b 0 —-10
musi platit A (b) —( 0 ), takte A= (0 0 o).
a a+tc 1 0 1

(d)=e) dim A(P<3) = hod A = 2, A(1) = 22, A(z) = —1, to jsou dva linedrné nezavislé polynomy
z A(P<2), takze tvoii bazi tohoto podprostoru. Plati tedy A(P<2) = (22, 1).

Reseni. Mnozinu vSech vektorti u, které spliuji A(u) = (y1,-..,Ym), znacim M,.

(a) n =m = 2, hod A = hodA = 2, def A =n—hodA =2-2 =0, tj. Ker A = {0}, A(z1,z2):
(; ;) (o) = (2”;1;23?2), takze A(x1,x2) = (214272, 221+3x2), A je prosté a na, takze existuje jediny vek-
tor u s pozadovanou vlastnosti: u = A= (yy,y2), A7 = ( 23 2 ) tj. uT <_23 _21) (Z;) = <_23311jy232),
(by n =m = 2, hodA = hodA =1, def A = n — hodA = 2 -1 =1, Ker A je mnoZinou reseni
ety .= (010, Al = 692 = (22) (1 2) ~ (il
aby existoval u, musi y € A(R?), tedy musi y = 2y1, pak M, ={(x1 } + Ker A,

(¢c)n =3, m =2, hodA = hodA = 2, def A = n— hod A = =1, Ker A = {(1,-2,1)),

3 —
123 (2 @1+235+37 12 3|n; 123
Alwr, 22, 23)" = (2 3 4) (iz) = (2x11+39:22+49333)’ (2 34 52) ~ (0 1 2‘2;,1 y2)
takze M, = (y1,2y1 — y2,0) + Ker A,
(d)n=2,m=3,hodA=hodA =2, def A=n—hod A =2-2=0, tj. Ker A = {0},

T 01 z1 x2 0 1|y1 10 Y2 —2Y1
A(z1,22)T =1 2 (Iz) = 4222 ), (1 2|p2 ) ~ (01 " ,
3 4 3z1+4w2 3 4|ys 0 0] 2y1—3ys+ys

M, # 0 pro y € A(R?), tj. pro 2y1 — 3ys + y3 = 0, v tom pripadé M, = {(y2 — 2y1,y2)},
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o (e)n =4, m =3 hodA =hodA =3, defAd =n—hodAd =43 =1, Ker A = ((—1,3,8, -7)),
1223 il 214222 +223+374
A(xy, 9, 23, 24)T = (2 0 2 2> (;) = < 211 4+2w3+224 >,

3100 = 3zr1t+x2
4

122\t —2 2 4\ [/wn
volim uy = 0, ostatni slozky vektoru w spocitam jako <2 0 2> (yz) = ﬁ < 6 —6 2) (y2), takze
2 5 4/ \us
My = {4 (—2y1 + 2y2 + 4ys, 6y1 — 6y + 2y3, 2y1 + bya — 4ys,0) } + Ker A,
— (f) n=m =4, A je identické zobrazeni, hod A = 4, def A = 0, Ker A = {0},
A(I1,1'2,$3,$4) = (1‘1, x2,T3, :L'4), u=1y,
—(g)n=4,m=3,hod A=hodA =2,def A=n—hodA=4—-2=2,
Ker A je feSenim soustavy Az = o, tj. Ker A = ((0,1,—1,0),(—2,0,—1,5)),
2111 il 221 +aatarstrs 211 1|y 1 -2 —20
A($1,£E2,$3,$4)T = (1 3 3 1> wz = <11+312+313+x4>7 (1 331 yg) ~ <O 5 5 1
7113 3 To14To4T3+3T4 711 3|ys 00 00

T4
M, # 0 jen pro y € A(R*) (y3 = 4y1 —y2), pro tento piipad je My = {(y1 —y2,0,0, —y1 +2y2) } + Ker A,
— (h)n=2,m=4,hod A=hodA =1,def A=n—hodA=2-1=1, Ker A= ((3,-1)),
A(z1,22)T = A(x1,22)T = (21 + 322,221 + 672, 221 + 632, 221 + 622)T, aby M, # (), musi y € A(R?),
tj. 2y1 = y2 = y3 = Y4, pak My = {(y1,0)} + Ker A,
— (i)n=5 m=1hodA=hodA=1,defA=n—hodA=5-1=4,
Ker A je feseni rovnice Az = o, tj. Ker A = (2, —1,0,0,0), (0,3, —2,0,0), (0,0,4, —3,0), (0,0,0,5, —4)),
A(z1, 22, 23,4, x5) = 21 + 222 + 33 + 424 + S5, My = (9,0,0,0,0) + Ker A,
—(G)n=1,m=3hod A=hodA =1,def A =n—hod A =1-1=0,tj. Ker A = {0}, A(z) = (2z, 3z, 4x),
M, # 0 jen pro 3y = 2y a y1 = 2y3, pak M, = {y1/2}.

7.108.2 Reseni. Linearni zobrazeni mé matici A vzhledem ke standardnim bézim a slozky vztupniho vektoru
se transformuji na vystupni vektor y podle véty 7.49, tj. podle vzorce Ax” = yT. Z definice maticového
nasobeni je zfejmé, ze slozky vektoru y jsou linedrni kombinace slozek vektory x. Obracené, pokud
slozky vystupniho vektoru jsou linearnimi kombinacemi slozek vstupniho vektoru, pak koeficienty téchto
kombinaci zapiseme do matice A, kterd splituje Ax” = y”. To je matice linedrniho zobrazeni.

Yi1—Y2
—y1+2y2 s

—4y1+y2+ys

7.109.* ReSeni.
— (a) Zobrazeni je linedrni, princip superpozice si ovéii laskavy ¢tenar sam.
b - . . . . 7 v v s
— (b) Ker A: (’Z ’ZIC ZI;) = (8 8 8), tj. a =b=c=d =0, je jediné feseni, Ker A = {(8 8)}, def A = 0.
hodA=dimL; —defA=4—-0=4.
— (c) Sourfadnice vektoru (¢ b) vzhledem ke standardni bazi jsou (a, b, c,d) a soutadnice vektoru (5 , )

c d Ty
a 1000
a a+b 11 0
jsou (u,v,w,x,y, z). Hledand matice tedy spliiuje A (i) = a;)rc , takze A = (1) (1) é 8 )
d b+c 0110
b+d 0101

0
— (d) Vzhledem k tomu, Ze hod A = 4 a ze def A = 0, jsou obrazy vSech ¢tyt bazovych prvki A(by), A(b2),
A(b3), A(by), lineadrné nezavislé, takze tvori bazi podprostoru A(Ms 2). Baze podprostoru A(Ms 5) tedy

. 6 )
jeC={A( ) AG o) AC ) AG DI ={G o0 -G 11670 6o}
7.110.* Reseni.
— (a) Je (B+ C)T =BT + CT, (aB)T = oB™.
— (b) BT = O, pak musi B = O, takze Ker A = {O}, def A =0, hod A = dim M3 3 —def A=9—-0=9,

a a 100000O0O0O0
b d 000100000
c g 000000100
d b 010000000
—(c)Ale|l=]e|,takle A=]000010000
f h 000000010
g c 001000000
h f 000001000
i i 000000001

— (d) Vzhledem k tomu, Ze A je prosté a na, je A(Ms3) = M3 3, bazi A(Ms 3) je tedy kazda baze Ms 3.

7.111.% Reseni. Jako v predchozim cviceni, Ker A = {0}, def A = 0, hod A = dim M, ,,—def A = mn—0 = mn,
A(Mp, n) = My, m, zobrazeni je prosté a na.

7.112.° Reseni. Neni linearni, protoze obecné det(A +B) # det A +det B a také det(aA) = a” det A # o det A.

7.113.% ReSeni. Viechna zobrazeni s vyjimkou piipadu g) a i) jsou linearni.
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— (i) Necht (a;) m4 kone¢nou sumu rovnou jedné a (b;) ma nekoneénou sumu. Pak (a; +b;) mé nekonecnou

sumu a je A(a; +b;) = (0,0,0,...), zatimco A(a;) + A(b;) = (1,0,0,...) + (0,0,0,...) = (1,0,0,...).

7.114.% ReSeni.
(a) Ker A ={(0,0,0, a4, as,as, ar, . ..); as, as, ag,ar, ... € R}, def A = 0o, hod A = 3,
(b) Ker A = {(0, as2,0,a4,0,a6,0,...); a2, a4, aq, ... € R}, def A = 0o, hod A = o0,
(c) Ker A = {(a1, —a1,as, —as,as,—as,...);a1,as,as, ... € R}, def A = oo, hod A = oo,
(d) Ker A = {(a1, a1, a3, as,as,as,...);a1,as,as, ... € R}, def A = oo, hod A = oo,
(e) Ker A ={(0,0,0,0,...)}, def A =0, hod A = o0,
(f) Ker A = {(a1,a2,a3,0,0,0,0,...);a1,a2,a3 € R}, def A =3, hod A = 0,
h) Ker A = {(a1,0,0, a4, as, ag, . . .); a1, a4, as5,a6 . .. € R}, def A = 0o, hod A = 2,

7.115.2 R
(

Lel Ll

eSeni.

)Jehnearm A(f+g) = fo f+9)(= dx:fol(f( +g(x) dx—fo dx+f0 z)dz = A(f)+ Alg),
:fo af)(z da:—fo af(x a:—afolf(x)da:—a/l(f), KerA—{f,fo x)dz = 0}, def A = o0

(na,pfiklad vSechny polynomy typu " — % lezi v Ker A), hod A = 1.

— (b) Je linedrni: A(f +g) = (f +9)(1) = f(1) +9(1) = A(f) + A(9), Alaf) = (af)(1) = af(1) = @ A(f),

Ker A ={f; f(1) =0}, def A = 00, hod A = 1.

(c) Je linedrni, analogicky, jako v b), def A = 0o, hod 4 = 1.

(d) Je linedrnt: A(f +g) = (F +9)'(3) = '(3) + ¢'() = A(T) + Alg), Alaf) = (af)'(3) = af'(3) =

aA(f), def A =00, hod A = 1.

!

!

7.116.% ReSeni. Protoze dim L; = oo, pFitom matice je kone¢n4 tabulka &isel. Protoze matice zobrazeni ma tolik
sloupci, kolik je prvka baze L, nelze definovat matici zobrazeni pro dim L; = cc.

7.117.° Reseni. Spoleény postup: ab; + Bby + vb3 = (1,2,3), tj @ = —1, 3 = 2, v = 1. Plati: A(1,2,4) =
QA(by) + BA(b3) + 7 A(bs) = —A(by) + 2A(b3) + A(by).
— (a) A(1,2,4) = (1,5,6,4), (b) A(1,2,4) = (12,3,5,-8), (c) A(1,2,4) = (19,9,9, —12),
— (d) A(1,2,4) = (2,1,3,1), (e) A(1,2,4) = (—4,-3,5,-5).

7.118.* ResSeni.
— (a) Matice obsahuji vektory A(b1), A(bs), A(bs), zapsany do sloupcii. Tyto vektory jsou pfimo dany,

takZe neni nutné nic pocitat.
2 11

— (b) A(s,,) = | -1 0 1) je matici pfechodu od standarni baze (S3) k (B), neboli matice indentity
0 20
vzhledem k bazim (B), (S3). Abych ziskal matici zobrazeni vzhledem k (S3), (S4), vyuziji A= AoZ a
2 -2 ~1
vyuziji toho, Ze matice identity vzhledem k bazim (S3), (B) je A(53 B) = 1 (0 0 ) Necht B je matici
2 4 -1

A vzhledem bézi (B) a (S4), kterou uz zndm z p¥ipadu a). Pak hledana matice je BA(fsl3 p)- Pro jednotlivé

10 0 2 1 2 2 3 1 24 -2
pfipady vychazi matice zobrazeni takto: a] (1 ! 1{2>, b] <31 ;2 21>, c| (11 ; ?), d] (; 2 ;>,

01
00 1 2 1 -3 2 -1 -3 12 -1
4 2 -8
€] % (22 32 ;5 ) . Po vynésobeni vypo¢tené matice s vektorem (1,2,4)7 dostavam vysledky stejné jako
6 6 —12

v cvicdeni 7.117

7.119.% ReSeni.
(a) def A = 0, hod A = 3, Ker A = {0}, baze A(R3) je naptiklad {A(b1), A(b2), A(b3)},
(b) def A =0, hod A = 3, Ker A = {0}, baze A(R?) je napiiklad {A(b;), A(bs), A(b3)},
— (c) def A = 1, hod A = 2, fesim homogenni soustavu s matici c¢] z pfedchoziho cviéeni, takze Ker A =
((1,-1,1)), baze A(R?) je napiiklad {A(b1), A(b2)}, protoze tyto vektory jsou linedrné nezavislé,
(d) def A =2, hod A =1, Ker A = ((1,0,1),(0,1,2)), baze A(R?) je napiiklad {(2,1,3,1)},
(e) def A = 0, hod A = 3, Ker A = {0}, baze A(R?) je napiiklad {A(b;), A(bs), A(b3)}.

7.120.* Reseni. Vzhledem k tomu, ze (1,1,1), (1,2,0), (2,0,1) jsou linedrné nezavislé, tvoii bazi R® a kazdy
vektor x € R? je moZné jednozna¢éné zapsat jako linearni kombinaci této baze: € = «(1,1,1)+3(1,2,0)+
v(2,0,1). Tedy A(x) = A(a(1,1,1) + 5(1,2,0) +v(2,0,1)) = aA(1,1,1) + A(B(1,2,0) + 7(2,0,1)) =
aA(1,1,1) + 0o = aA(1,1,1).

— (a) def A =2, (b) hod A =dimR? —def A =3 -2=1,
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11 2|z 30 0| —2x1+xz2+4zs
— (d) Soustava pro «, 3, ¥ ma matici (1 2 0|z | ~ (1 20 T2 , takze o = fgxl + %xz + §$3
101|as 101 3
2 1 4 2 1 4
a A(xy,xa,23) = (—§x1 + 372 + 53@3) (1,1,1) = (—§x1 + 322 + 51:3)(3,2)

— (c) vzorec pro slozky obrazu vypocitany v d) vyuZiji pfi sestaveni matice: A = (_?53 2}3 8%).

7.121.% ReSeni. Mnozina w;,us, ..., uq, V1, Vs, . .., v, ma podle véty 7.53 tolik vektort, jako je dim L;. Protoze
je linedrné nezavislé, tvoii tato mnoZina bazi prostoru Li. Jsou znamy vSechny hodnoty A na této bazi,
takze podle véty 7.27 je zobrazeni A urceno jednoznacné.

7.122.3 ReSeni. A znadi matici zobrazeni A vzhledem k (B), (C). Dale oznaéim (B’) = (ba, by + b, by — b3)
a (C") = (e1 + 2¢2,¢1), A(p,py je matice prechodu od (B) k (B’) a analogicky znacim matice A g p),
Ac,crya A . Podle véty 7.59 je A o) A- A(p, p) hledand matice zobrazeni A vzhledem k bazim

01 0
(B)), (C"). Je Ap.pr = <1 0 11) Ay = (3 1), takie Aoy = Aoy = 3 (5 1)) a bledana

01 —
.. o1{0 1 103\ /90N | g4 _3
matlceje§(2 —1)(2 0) (32_11 _5(40 7)-
7.123.> ReSeni. Znaceni: A: dani matice vzhledem k bazim (Bj3), (Bz), dale (S2), resp. (S3): standardni baze
v R?, resp. v R?, A(g, p,): matice pfechodu od (S2) k (Bz) (ve sloupcich mé slozky baze (Bs)),
A (s, B,): matice piechodu od (S3) k (B3) (ve sloupcich ma slozky baze (Bs)).
— (a) Podle véty 7.59 je hledand matice pfechodu vzhledem ke standardnim bazim rovna:

-1 1 2
As=Aw, ) A Ay sy) = As,m) A A, 5y = (1 5) A (2 . 2) =G o)
— (b) Dané béze ozna¢im (Bj) a (Bj). A(Ss, B5) ma ve sloupcich slozky baze (Bj) a A(Ss,Bj) mé ve
sloupcich slozky béaze (Bj). Podle véty 7.59 je hledand matice pfechodu vzhledem k bézim (Bf), (B4)
10

2
-1 3)0 23 1 12 1
rovna: A(py s,)AsA (s, By) = A(S B )ASA(Ss By) = 3 ( 71) (5 0 ) <f g }) =3 (15 12 13)'

7.124.> ResSeni. Cviceni 7.122: hod A = hod A = 2, def = 3 — hod A = 1, Ker A = (—6b; + 3by + 2b3),
Cviceni 7.123: hod A = hod A = 2, def = 3— hod.A =1,KerA=((2, 72)> (FeSim soustavu A g x = o).

=~ O

7.125.% Reseni. Standardni baze P<s je (1,7,2?). Oznaéim Ag matici daného zobrazeni vzhledem ke stan-
dardnim bazim, (B) a (C) dané baze, As gy matici pfechodu od standardni baze k (B) (a podobné
ostatni matice prechodu). Hledanou matici zobrzeni vzhledem k bazim (B) a (C) oznac¢im X. Plati
X = A,5)AsAs,B)-

010
Cviceni 7.100: podle vysledku cvifeni 7.105 pfipad b) je Ag = (0 0 2).

000
001 1 -1 1 o 111 210
— (a) As.p) = (g ! g>v A = (g ! 1) X = A oAshsp) = (g ! 3) AsAsp) = <§ 0 g>,
1 -1 1 010
— (b) A(S,B) = A(S,C) = (8 (1) ) ) X = A(_S C)ASA(S,B) = (8 8 3) Shodou okolnosti je X = As.

0 —
Cviceni 7.106: Podle 7.106 pfipad c) je Ag = (o0 o
1

0

111\ /0 -10\ /001 111\ /0 -10\ /1 -1 1 1 -2 4
H(a)X<012)<o 0 0)(010)< >,(b)X<012)(0 0 0)(0 1 2)<224>.
001/ \1 0 1/ \100 001/ \1 0 1/ \o o0 1 1 -1 2

1 -1 1
— (c) Podle cviceni 7.105 ptipad ¢) je Ag =B = . Déle A(s,5) = ((0) (1) —12),

1 -1 1 -1 1111 1 -1/2 1/3

01 -2 3 1 0123 1 0 0
Ao = (o 0o 1 —3> Acs) = A(S c) <o 1 3)? X =A@s)AsAs,) = (0 1/2 0 )

00 0 1 0001 o 0 1/3

0
0].
1

7.126.% ReSeni. Pii pohledu na defini¢ni rovnost (A(bl, ba,...,b1), A(b1,ba,...,ba),..., A(b1,bo,..., bn)) =
(e1,¢2,...,¢m)A jsou odpovédi nevSechny otazky ziejmé:
— (a) prohodi se i-ty sloupcec s j-tym, (b) prohodi se i-ty fddek s j-tym,
— (c) i-ty sloupec je vynasoben konstantou «, (d) i-ty fadek je vydélen konstantou «,
— (e) pFicte se i-ty sloupec k j-tému, (f) pficte se i-ty Fadek k j-tému.

7.127.% ReSeni. Muze. Napiiklad matice identity vzhledem ke standardnim bazim je E. Prohodim-li v prvni bazi
dva prvky a ve druhé stejné dva prvky, dostdvam jiné usporddané baze, ale podle predchoziho cviceni
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tato zmeéna bazi zpisobi prohozeni fadkl a stejnych sloupcti, ¢imz ale dostavam znovu matici E. Jiny
priklad najdeme ve cviceni 7.125.

7.128.° ReSeni.

— (a) za4dné z téchto zobrazeni nemfize byt na, protoze A: R® — R*, neni tedy izomorfismus. b] je prosté,
c]+1] je prosté (mé nulové jadro), g]+h] neni prosté,

— (b) a] je prosté, na, izomorfismus, b] je prosté pro a # 0, pak je na a je izomorfismus, c]+d] pro u # o
neni linedrni, pro u = o ¢| neni prosté, neni na, neni izomorfismus, d] je prosté, na, izomorfismus,

— (c¢) neni prosté, neni na, neni izomorfismus, (d) a]+c| je prosté, neni na, neni izomorfismus,

— (e) neni prosté, neni na, neni izomorfismus,

— (f) a] je prosté, na, izomorfismus, b] neni prosté, neni na, neni izomorfismus, c|] neni prosté, je na, neni
izomorfismus, d] je prosté, neni na, neni izomorfismus, €] neni prosté, je na, neni izomorfismus, f] je prosté,
na, izomorfisus, g]+h] neni prosté, neni na, neni izomorfismus, i] neni prosté, je na, neni izomorfismus,
j] je prosté, neni na, neni izomorfismus,

— (g) je prosté, neni na, neni izomorfismus, (h) je prosté, je na, je izomorfismus,

— ()% a] neni prosté, neni na, neni izomorfismus, b]+c]+d] neni prosté, je na, neni izomorfismus, e] je
prosté, je na, je izomorfismus, h] neni prosté, neni na, neni izomorfismus,

— (j) a]+b]+c]+d] neni prosté, je na, neni izomorfismus,

— (k) zobrazeni nemftize byt na a tedy nemiiZe byt izomorfismus, protoze A: R® — R4, a]+b]+e] je prosté,
c]4d] neni prosté,

— (1) neni prosté, neni na, neni izomorfismus.

7.129.* Reseni.
— (a) B(z) = (As(Ab(z)), matice zobrazeni B vzhledem ke standardnim bazim je B = Aa- Ab = (3 17,
z toho plyne, Ze B(x1,z2) = (5z1 + 1022, 8z1 + 1622), Ker B = ((2,—-1)), def B=1, hod B =1,

— (b) B=Av-Aa= () ), B((x1,22) = (521 482,101 +1613), Ker B = ((—8,5)) def B =1, hod B = 1,

— (c) B=Aa-Ac= (g 183 }é), B(x1, 22, x3) = (ba1 +8xa+ 11xs, 821 + 13x9+ 18x3), Ker B = ((—1,2, —1)),
def B =1, hod B =2,
d) nedefinovano,

e)B=Ac - Ad= (E ;Z), B(x1,22) = (11z + 1729, 1521 + 2429), Ker B = {0}, def B=0, hod B = 2,
2 3 4 3
)B=Ad-Ac= (5 8 11), B(x1,x2,23) =B <zz>, KerB=((-1,2,-1)),def B=1, hod B =2,
11 18 25
g) B = Ae, (h) nedefinovano,

7 11
)B=An Aa= 14 22| B(x1,22) = (Twy + 119, 14w + 2229, 1421 + 2229, 2121 + 33x2),
1t 22) KerB={((~11,7)), def B=1, hod B =1,

— (j) B=Ac- Aj = (3), B(a1) = (2021,2921), Ker B = {0}, def B =0, hod B = 1.

3

7.130.* ResSeni. Matice danych zobrazeni vzhledem ke standardnim bézim (1, z, 2%) oznaéim A, B, C. Podle v§-

0 0 0
010
sledku cvideni 7.105 pripad b) je A = (0 0 2), dle visledku tého cvicent, piipad ) je B = <(1) V2 0 )
00O
0 0 1/3

0-10
a kon¢éné podle vysledku cviceni 7.106 je C = (0 0 0).
101
— (a) nedefinovano (zobrazeni A bylo definovano jen na P<s, zatimco obor hodnot zobrazeni B je P<3),

000
— (b) matice: A - C = <2 0 2>, takze (Ao C)(ax?® + bx + ¢) = (2a + 2¢)x, miZeme na to jit jinak:
000

(Ao C)(az? + bz + ¢) = A(C(az® + bz + ¢)) = A((a + c)z* = b) = ((a + c)2? — b)/ = 2(a + o)z,
Ker = (2% — 1,z), def = 2, hod = 1,

— (c) matice: B- A = (

oo oo
oo mr~=O

0

?), takze (B o A)(ax® + bz + ¢) = az? + bz, to odpovida zderivovanému a
0

nésledné zintegrovanému polynomu, Ker = (1), def = 1, hod = 2,

00 —2
— (d) matice C- A = (0 00 ), takze (C o A)(ax? + bx + ¢) = ba® — 2a, Ker = (1), def = 1, hod = 2,
01 0

00 o
— (e) matice: B-C- A = (g g 2) takze (BoCo A)(az? + bx + ¢) = 1bx® — 2az,
01/

-3
Ker = (1), def =1, hod = 2.
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7.131.% ReSeni.

— (a) B(ay,a9,as,...) = (a1,as,as5,0,0,...), Ker B = {(0,a2,0,a4,0,a¢,ar,as,...),a; € R}, def B = o0,
hod B = 3,

— (b) B(ai,as,as,...) = (a1,as,0,0,...), Ker B = {(0,a2,0,a4,as, ag,...),a; € R}, def B = 00, hod B = 2,

— (c) B(a1,a9,as,...) = (a1 — ag + a3 — a4, a5 — ag + ay — as, .. .),
Ker B = ((1,1,0,0,0,0...),(—1,0,1,0,0,0,...),(1,0,0,1,0,0,...),(0,0,0,0,1,1,0,0,0,0...),
(0,0,0,0,—1,0,1,0,0,0,...),(0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,...),...), def B = 00, hod B = oo,

— (d) B(ai,az2,as,...) = (a1 + a2 — a3 — aq,a5 + ag — a7 — as, .. .),
KerB = ((—1,1,0,0,0,0...),(1,0,1,0,0,0,...),(1,0,0,1,0,0,...),(0,0,0,0, —1,1,0,0,0,0. . ),
(0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,...),(0,0,0,0,1,0,0,1,0,0,...),...), def B = 00, hod B = oo,

— (e) B(a1,as,as,...) = (a4, 2as, 3ag, . . .), Ker B = {a1,as,a3,0,0,0,...),a; € R}, def B =3, hod B = 0,

— (f) B(a1,az2,as3,a4,...) = (4aq,bas, 6ag, . . .), Ker B, def B, hod B jako v e), (g) =e)

— (h) B(ay,as,as,a4,...) = (a2 + az, a2 + a3, a2 + as,...), Ker B = {(a1, as, —as, a4, as,as,...),a; € R},
def B =00, hod B =1,

— (i) B(a1, az,...) = (ae—ag3, 2a2—2a3, 3az—3as, das—4as, . ..), Ker B = {(a1, az, a2, a4, as, as, . . .),a; € R},
def B = 00, hod B =1.

7.132.> Reseni.
— (a) Asa(x +ay+y) = ((1‘ +a')cosp — (y +y')sing, (z +2')sinp + (y + ') COS(P) =
(xcosp —ysinp, xsing +ycosp) + (2’ cosp — y' sinp, &’ sing + 3’ cos p) = A, (z,y) + As (2, y),
a-nasobek analogicky.
= () A = (528 ne),
(b) protoze det A =1 # 0, je Ker A, = {0}, def A, =0, hod A, = 2,

R
S (d) A=A, A, = (cslerter) —sinleitea)) A (uziti étovyrch )
=A,, 01 = (sin(pr14s)  cos(grtps) ) — Aertee (UZitim souctovych vzorci),
R

Bs = (g S)a
pro s # 0 je det B; # 0, takze Ker B; = {0}, def B = 0, hod B, = 2,
pro s = 0 je Ker By = R?, def B, = 2, hod B, = 0,
- (C) B = B52 'B51 = B5152
— (d) matice A, 0 Bs: A, - By = sA,, matice Bs o A, B, - Ay, = sA,,
— (e) bod (z,y) se posune do bodu (sz, sy), tj. pro s > 1 se posune do bodu na stejné poloptimce vychazejici
z pocatku, ale dal od pocatku. Zobrazuji-li celé mnoziny bodd, pak tyto mnoziny se ,zveétsi® s-krat. Pri
s € (0,1) se ,zmensi“, pfi s = —1 se otoci kolem poéatku o 180° a obecné pii s < 0 se mnozina bodu
otodi o 180° a jeSté zvétsi/zmensi. SloZend zobrazeni z d) mnoZiny bodl otéceji o obecny thel ¢ a
zvétSuji/zmensuji s-krat. Je ndzorné, Ze nezdlezi na pofadi téchto operaci.
— (f) A, = (Bl f)l) = B_1, obé zobrazeni otaceji kolem pocatku o 180°.
7.137.2 Reseni.
— (a) hy(0,0) = (0,0,w) # o, (a) (pokracovani) Je-li (a,b) # (z,y), pak také (a,b, w) # (wz, wy, w),
— (b) h™ Yo hy(z,y) = h Y wz, wy, w) = (x,y), (c) zfejmé.

7.138.1 Reseni.
xT

cosp —sing 0 T ’
— (a) [ sing cosp 0 (y) = |4 |, analogicky ostatni matice diky poslednimu fadku ve tvaru (0,0, 1).
0 o 1/ \1 1

xy hy (¥ cos —sing 0 N wc'osga—ysirup h™' [z cosp—ysing , . « o .
— (b) (y) - (lll)a (Slr(l)w Cgsso (; v) = zsmwtycosw — | singptycosyp ) OVY bod je otocen vici

ptvodnimu (z,y) o thel ¢ kolem pocéatku. (c) analogicky jako b),
@), (n18) ()= ()= ().
7.139.! ResSeni. ThoT, =h 'oAyohioh oA ohy =h™'oAdy0.A;oh; atoto zobrazeni méa v homogennich
soufadnicich matici Ay-Ay. Pii tipravé jsem vyuzil toho, ze hioh~! je identita na mnoziné Wy = hy(R?).
7.141." ReSeni. doplnim pozdéji.
7.142.! Reseni. doplnim pozdéji.
7.143.! Reseni. doplnim pozdéji.
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Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.
Reseni. doplnim pozdéji.

Reseni. Aspon ¢asteéné je vidét 49 motyli. Dohromady jich bylo vykresleno 50, jeden po ofezu skript
zastal zcela mimo obrazek. Jeden motyl je umistén do souradného systému tak, ze ma pocatek sou-
fadného systému po své pravici (pravém kiidle) ve vzdalenosti zhruba 0,7 rozpéti kiidel. Stac¢i, kdyz se
podivam na jednoho motyla z obrazku a pocatek vzhledem k nému je ve stfedu spiraly. Kazdy nasledujici
motyl je vzhledem k pfedchozimu otocen kolem pocatku o 32 stupni a zvétsen 1,1krat. V jazyku tiska-
ren PostScriptu, ve kterém byl obrazek do skript pfipraven, existuji pro tyto geometrické transformace
operatory rotate a scale. Muj syn Miroslav, ktery na mutj navrh obrazek v PostScriptu programoval,
pouzil zhruba nasledujici kéd:

%!PS-Adobe-2.0

%hCreator: Miroslav Olsak

/motyl { gsave tady jsou prikazy na vykresleni jednoho motyla... grestore

} bind def
50 { motyl -32 rotate 1.1 1.1 scale } repeat

ReSeni. Q(AQ)Q~! = QA(QQ!) = QA.
Regeni. Je B = PAP~!, kde P je regularni. B2 = (PAP~1)(PAP~!) = PA(P~!P)AP!) = PA2P 1.

Reseni. Necht Py, Py a P3 jsou matice z pifkladu 3.54. Pak P A je jako matice A, ale jsou prohozeny
fadky i-ty s j-tym. Dale (P1A)P; je matice, kterd vznikla z matice P1 A prohozenim i-tého sloupce s
j-tym. Takze

(a) B=P,AP; aprotoze P;* = Py, je B=P;AP[ !, takie B je podobna s A.

(b) Matice Py A mé oproti matici A pronasobeny i-tj fadek konstantou «, matice Po AP, ! se navic lis
vynasobenim i-tého sloupce konstantou « a je zfejmé podobné s matici A.

(c) Matice P3A obsahuje fadkovou tipravu matice A dle zadani. Matice P35 ! je analogicky vyhlizejici
matice, jen misto prvku « obsahuje prvek —a, takze matice Ps AP35 ! obsahuje navic popsanou sloupcovou
Upravu a je podobné s matici A.

Reseni. Jedna matice prejde v druhou po prohozeni sloupct a nasledné prohozeni fadka. To piesné

odpovida pifpadu a) cvideni 7.156, takze matice jsou podobné. B = PAP~!, kde P = (0 ).

Reseni. Prohazuje se prvni fadek s poslednim a prvni sloupcec s poslednim, dale druhy fadek s predpo-
slednim, druhy sloupec s predposlednim, atd. az ke ,stfedu matice”. To odpovida opakovanému pouziti
pripadu a) cvifeni 7.156.

Reseni. Ozna¢im danou matici A. Je det(A — AE) = (a — \)", tj. matice ma n-nasobné vlastni &islo a.

)
010 .. 0
Vlastni vektory jsou FeSenim homogenni soustavy s matici [ © ' = O] prostor feseni je ((1,0,0, .. .,0)),
000 .0

takze matice ma jediny linearné nezavisly vlastni vektor a pouze jedno n-nasobné vlastni ¢islo.

Reseni. Je-li 0 vlastni &islo matice A, pak musi byt A—AE = A —0E = A singularni. Je-li A singularni,
pak det(A — AE) = 0 pro A = 0, takZe nula je vlastni ¢islo.

Reseni. Jednotliva vlastni &sla maji za dvojteckou p¥islusné vlastni vektory. Nasobnost vétsi nez 1 je
vyjadiena znakem (kx ). VSimnéte si, Ze néktera vlastni ¢isla maji méné lin. nezavislych vlastnich vektort
nez je jejich nasobnost. To nastava prave tehdy, kdyz matice neni podobnéa s diagonalni matici.

(a) 1: (1,0,1),2: (0,1,-1), 3: (2,0, 2),

(b) 2(3x): (0,1,0),

(¢)1:(1,0,1), 2+ 3i: (2 +2i,—2+14,3),
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(d) 2: (2,-1,1), £v/3: ((F1659 + 955v/3)/d, (£147 — 79v/3)(F21 + v/3)/2d, 1)), kde d = 3(11V/3 F
20)(\/§¢21),
e) 1: (—2,1,0), 2: (0,—2,1), 3: (1,0,0),
f) 1: (=1,1,-1), 0(2x): (2,1,1),
1(2x): (0,1, 2), (2,1,0), —1: (3,5,6),
1(3x): (1, -
1: (2,1,
1(2x): (0

(

(

(g

(b 3);
(i) 1: (2,

(J

(k

(1

)
) 7
)

)
)Qiz (1$i,—2¥2i71),
) 1(2x): (0,2, 1), —

: (0,1,0),
) p(3x): (0,1,0), (0, 0, 1), pro p = 0 m8 vl. ¢éislo 0 libovolny vl. vektor,
) 1(4x): (0,0,1,0), (3,1,0,1).

)

Reseni.

(a) podobné diagonalni matici jsou urcité ty matice, které maji riiznd vlastni éisla, tedy al, c|, d],
e], i]. Déle jsou podobné diagondlni matici ty matice, které maji nasobnost vl. ¢isla rovnou dimenzi
odpovidajiciho prostoru vlastnich vektortd, tj. g]. Ostatni matice b, f], h], j], k|. 1] nejsou podobné
s diagonalni matici.

(b) Matice museji mit stejné spektrum jednondsobnych vlastnich ¢isel: a] je podobna s e].

Reseni.

1.0 2\ /100) /1 0 2! 1 2420 2-2\ /1 0 0 12420 2-2i\ !
(@)A=1(0o 1 0)(o20])(0 1 0] ,(c)A=1{0—24i —2—i) (0 24+3i 0 0 —24i —2—i ]
1-11/\oo03/ \1-11 1 3 3 o 0o 2-3/\1 3 3

1
-2 0 1\ /100\ /-2 0 1

(d) matici P si zapiSe jen ten, kdo méa obfi trpélivost, (e) A = < 1 -2 0) (o 2 0) ( 1 -2 0) ,
o 1 0/ \oo3s 0 10

023\ /100\ 023\ ! 21— 1+i 10 0 21— 14\ 1
g A=(115)(o10])(115] ,(1)A=/[-1-2-20 —242i) (0 2+ © -1 —2-20 —242i | .
206/ \0oo01/ \206 11 1 00 2-i/ \1 1 1

Reseni. Neni to jina vlastnost. Je to jen jiné znaceni matice P. Nova P; je rovna piivodni P~1.

Reseni. det(A — AE) = A\(\ — (1 +p)), det(B — AE) = A()\ — 3), takie jtejna vlastni &isla maji matice
pro p = 2.

Reseni. Je potieba zjistit, pro ktera p € R méa dana matice charakteristicky polynom s realnjmi kofeny.
ProtoZze pro matice typu (2,2) je charakteristicky polynom kvadraticky, hleddm takovd p € R, pro néz
ma tento kvadraticky polynom nezaporny diskriminant.

(a) pro vSechna p € R,

(b) p<1.

Reseni.

(a) A je podobna D, A? je podobna s D?, protoze A = A2, je A podobnd s D?, coz je také diagonalni

matice (obsahuje kvadraty vlastnich ¢isel). Protoze D? je podobnd s A, také obsahovat pifmo vlastni
¢isla matice A. Vlastni ¢isla se museji rovnat svym kvadrattm, takze vSechna vlastni ¢isla museji byt
rovny jedné. D = E. Poznamka. Protoze A = PDP~! = PEP~! = E, je patrné, 7e idempotentnich
matic, které jsou zaroven podobné diagonalni matici, neni mnoho. Je to pouze jednotkova matice.

(b) Kvadraty vSech vlastnich ¢isel se museji rovnat jedné, takze vlastni ¢isla mohou byt +1. Matice D
obsahuje ¢isla £1.

Reseni.

(a) B=PAP~! pak B" = PAP"!PAP~!...PAP~! = PA"P

(b) B=PAP~!, pak aB = aPAP~! = P(aA)P 1,

() B=PAP ! pak B+ E=PAP '+E=PAP ' +PEP '=P(A+E)P!
(d) B=PAP ! pak aB2+bB +cE =a(PAP )2+ hPAP™! + cPEP! =
P(aA?)P~! + P(bA)P~! + P(cE)P~! = P(aA? + bA + cE)P~!

Reseni. Analogicky jako ve cvideni 7.168, piipad d) lze ukéazat, Ze je-li A podobna s D, je p(A) po-
dobné s p(D). Matice p(D) je diagonalni a je tvaru diag(p(A1),p(A2),...,p(Ar)), jak lze snadno ovéfit
maticovym nasobenim.

Reseni. (1) 2y = yx, (2) (v +y)z = 2z +yz, (3) (ax)y = a(zy), (4) 22 >0, 22 = 0 jen pro x = 0.

Reseni. Neni skaldrni soucin, napi. (2) (zy)z # zzyz = ryz>.
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Reseni.

(@) (1) anbp+an—1bp—1+---+aiby+aobo = bpay, +bp—1an-1+---+b1bi +aobo, (2) (an+bn)cn+(an—1+
bpn_1)cn—1+---+ (a1 +b1)c1+ (ao+bo)co = ancn+an—16n_1+---+aicy +aoco+bpcn +bp_1¢p_1+---+
b161 + apCo, (3) (aan)bn + (Oéanfl)bnfl “+-- 4 (aal)bl + (Oéao)bo = a(anbn +an,1bn,1 + 4 a1b1 + aobo),
(4)a?2 +a2_;+---+al+ a% > 0, pritom vyraz je roven nule jen pro nulové polynomy.

(b) Je to speciélni piipad z 8.27. Je-li polynom nulovy na intervalu (0,1), je podle poznamky 11.12
nulovy vSude, tj. je to nulovy polynom. Je tedy ovéfena i vlastnost (4).

(c) Neni splnén axiom (4), protoze z p?(0) = 0 sice plyne p(0) = 0, ale neplyne z toho, ze p je nulovy
polynom.

(d) Je to skaldrni souéin, ovéfim analogicky jako v b).

(e) Je to skalarni sou¢in, axiomy (1) aZ (3) se ovéfi analogicky jako v a) ab), axiom (4) a0+f0 x)%dz >0
a vyraz je roven nule jediné pro p nulovy na intervalu (0, 1), coz podle pozndmky 11.12 je nulovy polynom.

Reseni.

a) fol (a2x2 +a1x+ ao)(b2x2 + b1z + b())dl‘ = a2b2/5 + (a2b1 + albg)/4+ (a2b0 +aiby + aobg)/?) =+ (a1b0 +
agb1)/2 + apbo.

b) f13(02$2 + aixr + ao)(b2$2 + b1$ + bo)d$ = a2b2(35 — 1)/5 + (CLle + albg)(34 — 1)/4 + (a2b0 + a1b1 +
aobg)(33 — 1)/3 + (albo + aobl)(32 — 1)/2 + a0b0(3 — 1)

Reseni.
1/5 1/4 1/3 242/5 20 26/3
(a) A = (1/4 1/3 1/2), (b) A = ( 20 26/3 4 )
1/3 1/2 1 26/3 4 2
Seni.
) Neplati axiom (3): a?x? + 43 + azays + 3azsys # a(z? + y? + z2ya2 + 373y3).
) Neplati axiom (1): xlyz Jr 2:1:2y1 # Y179 + 2ya1.
) Neplati axiom (4): acl + x2 + x3 +4r129 <0proxry = —1, 25 =1, 23 = 0.
) Neplati axiom (4): 23 + 23 + 23 + 2z129 = 0 pro x1 = —1, x5 = 1, 23 = 0,, pfitom (—1,1,0) neni
nulovy vektor.
(e) Axiomy (1) az (3) ovéfim analogicky jako v pf"ikladu 8.8, axiom (4): ukééeme, 7e 222 + 23 + 23 +
2x1x9 > 0 pro x; # 0, zfejmé staci ukézat 21;1 + x2 + 2129 > 0, protoze sc3 > 0. Volim a = z3/x1, tj.
r9 = axy, nerovnost prechazi na 223 + a%2? + 2a2? = 23 (a? —|—2a—l—2) > 0, coz plati, protoze diskriminant
kvadratického polynomu v zévorce je zaporny.

Re
(a
(b
(c
(d

Reseni.
120 120 110 210
(b) <1 1 o>, (c) <2 1 0), (d) <1 1 o>, (e) <1 1 0).
001 001 001 001
Reseni. Necht y # o. ||a]|®> = ||z|? |ly]|? — (= - y)? > 0, coz je rozdil kvadratii levé a pravé strany

Schwartzovy nerovnosti (vypocet ||a||?> miiZe slouZit jako alternativni diikaz nerovnosti). Necht nejprve
x, y jsou LZ. Pak existuje o € R, Ze * = ay, po dosazeni vychazi ||a|? = 0, takze misto nerovnosti
méame rovnost. Necht «, y jsou LN, pak a # o, protoZe a je netrivilani linearni kombinaci vektort x, y.
Tj. ||a||* > 0, takZe v tomto ptipdé Schwartzova nerovnost neni rovnosti.

Reseni. A(z +y) = A(z) + A(y) diky axiomu (1) a (2) skaldrniho soucinu, A(ax) = aA(x) diky

axiomu (3) skaldrniho soucinu.

Reseni. Axiom (1) skalarniho soucinu plati pro jakékoli zobrazeni A, axiomy (2) a (3) plati diky tomu,
7e A je linedrni, axiom (4): A(x)A(x) = 0 pouze pro nulovy vektor x, tj. A musi byt prosté, neboli
Ker A = {0}. Bud je L = {0} nebo dim L = 1.

Reseni. (1) z-y = A(z)- A(y) = A(y) - A(z) =y, (2) (z+y) 2z = Az +y) Az) = (A(z) + Ay)) -
A(z) = A@) - A(2) + Aly) - A(z) =z -2 + yz, (3) (0z) -y = Alow) - Aly) = aA(x) - Aly) = oz -y,
(4) A(x)A(x) = 0 pouze pro A(x) = o a to plati pouze pro x = o diky tomu, Ze A je prosté zobrazeni.
Reseni.

(a) [1(1,2,2,1)]| = V12 +22 +22 +12 = /10, [|(2,1,1,0)| = V22 + 12 + 12 = /6, tihel mezi vektory:
arccos % (b) (1,2,2,1)-(2,1,1,a) =2+2+2+a =0, takie a = —6,

(¢) (1,2,2,1)- (a,b,¢,d) =0, (2,1,1,0)-(a,b,¢c,d) =0, (2,1,0,1)-(a,b,c,d) =0, hledany vektor tedy

=
=]

N
NN =

221 1
Tesi soustavu homog. rovnic s matici 110)]~10
101 0

o Wi

2 1
3 2 |, mnozina kolmych vektort: ((1,—2,0,3)).
10
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Reseni. 4 = ||z +yl| - [le — yl = [[=]]* + 2(z - y) + [y]* = (Jz]I* = 2(z - y) + [[y]?) = 4(x - ), takze
x -y =1,dale 5 = cos60° =z - y/(|z| |yl}) = /(|| [yll), takze ||| |y]| = 2, neboli |[z|| = 2/]y].
Konetné 10 = ||z +y|| + ||z — yll = [[=]|* +2(z - y) + [ly[* + ([l=]* — 2(z - y) + [y[*) = 2[l=]? +2]|y[|* =
2(2/|ly|? + 2||y||* = 10. Pii oznaceni v = ||y||? dostavam v? — 5v + 4 = 0, tato rovnice ma dvé feseni
v=4av=1,takze ||ly|| € {1,2} a ||z| € {2,1}.

Reseni. c-d=(a-c)(b-c)—(b-c)(a-c) =0.
ReSen. |la — 26| = la|> — 4(a - b) + 4[b]]> = [|a|]> + 4]/b|.
Reseni. Neplati, napi.: ((1,0)-(0,1))((1,1)-(1,1)) =0, ale ((1,0)-(1,1))((0,1) - (1,1)) = 1.

ReSeni. Pramér kruznice, na které je piepona trojthelnika, tvoif vektory w, —u, k vrcholu trojihelnika
ze stfedu kruznice sméfuje jesté vektor v (obrazek si nakresli laskavy ¢tenar sam). Pak odvésny trojah-
lelnika jsou tvofeny vektory v — u a v + u. Ovéifme kolmost (v — u)(v +u) = ||v]|? — |u||?> = 0, protoze
lu]| = ||v]| = polomér kruznice.

Reseni. Ozna¢im a, b, ¢ a d vektory, které tvoii odpovidajici strany ¢tyithelnika a u, v Ghlopiicky tak,
zeu=b+tc=a+d,v=b—a.Jeu-v=(b+c)-(b—a)=|b||?—a-b—a-c+b-c=0. Dokazovana
rovnost ||al|? + |c[|> = ||b]|2 + ||b + ¢ — a||? je ekvivalentni s 0 = 2||b]|> — 2a - b — 2a - ¢+ 2b - ¢, coZ je
rovnost, ktera plati diky kolmosti thlopficek.

Reseni.

(a) Je uv = |u|| [|v|| cos120° = —3%, podobné pro ostatni dvojice vektori. [la|? = [u?* + 4|lv||? +
|w]?4uv + 2uw + dvw =14+4+1—3(4+2+4) =1, |b]*> =4|lul* + ||[v]? —duv =4+ 1+43 =7,
[b]| = V7, ab = (u+2v +w)(2u — v) = 2||u|?+ 3uv —2|v||* + 2uw —vw=2-3 —2-2 4 1 =2

Ghel mezi je ar .
thel me a,b‘]eaccosl‘ﬁ

(b) Velikosti u, v, w jsou 2, Uhly mezi nimi jsou 60°. uv = ||ul| ||v|| cos60° = 2, stejné uw, vw. Poc¢itam
lall* = 4f|w]? + |[v]]* +25]|w]|* — duv + 20uw — 10vw = 112, t]. [|lal| = 47, [|b]* = [[ul*+]|v]*+2uv =
12, tj. ||b] = 2v/3, ab = 2||u|]? + uv — ||v||? + 5uw + 5vw = 26, tihel mezi a, b: arccos s\/zgﬁ'

(c) uv =0, vw = 1, uw = -1, ||a||? = 3, ||la| = V3, ||b]|?> =2, ||b]| = V2, ab = 1/2, thel mezi a, b je
arccosl/\/ﬂ,

() |la||?> =2, ||lal| = V2, |b]|> = 5, ||bl| = v/5, ab = —2, tihel arccos(—2/+/10).

Reseni. Je [ cosaxz cosbrdr = sin((a—b)z)/2(a—b)+sin((a+b)z)/2(a+b) proa # b, [ sinaxsinbrdr =
sin((a — b)z)/2(a — b) — sin((a + b)z)/2(a + b) pro a # b, [ sinax cosbrdr = — cos((a — b)z)/2(a — b) —
cos((a + b)z)/2(a + b) pro a # b, [sinazcosardr = %, takze [, cosaxcosbrdr = 0 pro a,b € N,
a # b, fow sinax sin bxdx = 0 pro a,b € N, a # b, foﬂ cos ax sin bxdr = 0 pro a,b € N.

Reseni. Stadi pouzit vétu 8.35.

z _

= v , . . . m™ .

Reseni. Je [ sin? axdr = 2 —sinax cosax/2a a [ cos® axdr = £ +sinax cos ax/2a, tedy fo sin? azdr =
™ 2 o7 v ‘ o e v 17 I

fo cos axdr = 7, takze vektory baze normalizuji tak, Ze je podélim konstantou \/g .

Reseni.

(a) Skalarni sou¢in 1 s 2%: 1-04+0-040-1 = 0, podobné pro ostatni dvojice vektorii. Baze je ortogonalni.
(b) fol 12? = [2*/3]} = 1/3, vektor 1 neni kolmy na vektor z?, baze neni ortogonalni.

ReSeni. a = (—2,2,1)(p), b= (1,-2,0)(5), ¢ = (1,1,1)(p).

(a) z Fesi soustavu s matici (*12 2 (1)), @ = a(2,1,2), ddle a(2,1,2)- (1,1,1) =5a =2, t. a = 2 a

T = %(2,1,2)(3) = %Z + %] + %k}

(b) ab = (—=2,2,1) - (1,-2,0) = —6, ||a||®* = (-2,2,1) - (=2,2,1) =9, ||b]|*> = (1,-2,0) - (1,—2,0) = 5,

thel mezi a, b: arccos %, analogicky thel mezi b a c: arccos ﬁg

(c) lla]l = 3, [|bll = V5,

(d) vSe poéitam v soufadnicich vzhledem k bazi (B), y = «(2,1,2) (viz ptfipad a), x = 5(-2,2,1) +

~v(1,-2,0), protoze * + y = ¢, je a(2,1,2)+ = [(—2,2,1) + v(1,—2,0), po rozepséni do soufadnic

dostavam soustavu s fesenim o = 5/9, 3 = —1/9, v = —1/3, takze © = —4(—2,2,1)(p) — 3(1, —2,0)(p),
_5

Y= 5(25 ]-7 2)(3)

(e) Vektor x je kolmy priimét vektoru ¢ na rovinu g prochézejici vektory a, b. Tj. vektor x je ,stin®

vektoru ¢ na roviné p, pokud paprsky sviti na rovinu kolmo.
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8.67.3

8.68.3

8.69.3

8.70.3

8.71.4

8.72.4

8.73.3

8.74.3

—

8.77.0
8.78.0

Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

Reseni. ¢; = by, ¢y = by + ab; tak, aby co L by, tedy ((2, 1,0) + a(1,2,2)) -(1,2,2) =0, tj. 24+ a +
(1+2a)-244a =0, takze « = —4/9a ¢ = (2,1,0) — %(1, 2,2). Konecné c3 je libovolny vektor kolmy
soucasné na by a by, takze fesi soustavu s matici (; f 3), napiiklad e3 = (2, —4, 3). Ortonorlalizaci této

baze provedu tak, ze vydélim ¢; jejich velikostmi, tedy ||e1] = 3, ||ez]| = vV261/3, ||es|| = v/29.

Reseni. Budu postupovat podle diikazu véty 8.41, tj. bazi budu nejen ortogonalizovat, ale také norma-
lizovat. ¢1 = (1/]|b1]|)by = £(1,2,0,2),

by, = by — (baci)er = (2,1,0, 0) ((2 1,0,0) - 3(1,2,0,2))3(1,2,0,2) = (2,1,0,0) — §(1,2,0,2) =
5(14,1,0,-8), c2 = (/165118 = 57 (14,1,0,-8)

b/3 =b3 — ((b361)61 + (b362)62) ( 0 R )

((1,0,1,3)- £(1,2,1,0))$(1,2,0,2) — ((1,0,1,3) - #(1471,0 —8))%(14 1,0,—-8) =

(1,0,1,3) — 1(1,2,0,2) — 52(14,1,0,-8), c3 = (1/||bs]|)bs, konetné ¢4 lze pocitat podobné, nebo

vyuzit toho, Ze to je posledni bazovy vektor v R*, takze pozadavek na to, zZe je kolmy na vSechny ostatni,

1210 12 02
vede na soustavu s dimenzi feseni 1, konkrétné soustava s matici (2 10 0) ~ (0 -2 1 1) ma TeSeni
1013 0 3 04

((2,—4,—11,3)), takie ¢4 = 2,—4,-11,3).

;(
V150
Reseni. Znovu postupuji podle dikazu véty 8.41. ||by|| = 1, takie ¢; = by = 1, déle b, = by —
(bacr)er = o — <f01x~1dz) -1 =2 — 3, velikost m& byt 1: fo (xf—) dz = fo (22 —z+1)de =

3 2

1
[% —%—i—%]o = 12, takZe cy = V12 x—%), dale by = bz — > (bsci)c; = 2% — (fo xz-ldm) 21—

(
(12f01 2?(z — %)dx) (2—1)=a?— [””3—3}

vektor jeho velikosti fol (Jc2 —x+ %)2 dz

1
—12 [% — %}0 (Jc — %) =22 —x+ l , kone¢né vydélim tento
ﬁ, takze c3 = /180 (ac —x+ )

ReSeni. Prvni vektor v zakladné &tyfsténu zistane na svém misté. Druhy vektor zlistane v roviné
zakladny, ale je natocen tak, aby sviral s prvnim vektorem pravy thel. TFeti vektor nato¢im nakonec
tak, aby byl kolmy na zakladnu.

Reseni. Nechf hrany krychle sousedici s levim dolnim p¥ednim vrcholem tvoii bazové vektory, vzhledem
ke kterym m4 stranovéd thlopficka soufadnice (1,1,0), a télesova thlopficka mé soufadnice (1,1,1).
Protoze je baze ortonormalni, mizeme pocitat skalarni soucin podle véty 8.33.

o (1,1,0-(1,1,1)  _ 2
(a) thel = arccos TOA0 A = 8recos —=—,
(b) volim jinou stranovou thlopficku se soufadnicemi (1,—1,0), protoze (1,—1,0) - (1,1,1) = 0, jsou

uvedené tthlopricky na sebe kolmé.

Reseni. Piedpokladam pravidelny jehlan, ktery ma vrchol V' proti podstavé pfesné nad tézistém pod-
stavy. Pfi volbé soufadnicového systému s ortonormalni bazi tak, ze pocatek je v jednom vrcholu podstavy
a prvni bazovy vektor lezi v hrané podstavy, ma vrchol V soutadnice (1/2,v/3/6,2). Vektor podél prvni
hrany mé soufadnice (1/2, v/3/6, 2) a vektor podél druhé hrany m4 soufadnice (—1/2, v/3/6, 2). Protoze
je béaze ortonormalni, mizeme pocitat skalarni soucin podle véty 8.33. Hledany thel je

(1/2,7/3/6,2)-(—=1/2,/3/6,2) —1/4+3/36+4 _ 23/6 __ 23

—afeaT— = arcCCos 5== = arccos 5=
1(1/2,/3/6,2)|2 1/4+3/36+4 26/6 26

arccos = arccos

Reseni. Hranol umistim do soufadné soustavy s ortonormalni bazi, ktera méa pocatek v jednom vrcholu
trojuhelnika, strana trojthelnika délky 1/3 strany ¢tverce (tu prohldsim jako jednotkovou velikost) je
prvnim bazovym vektorem, druhy bazovy vektor lezi také v podstavé hranolu a je kolmy na prvni a treti
bazovy vektor sméruje kolmo k podstavé hranolu. Obrazek si nakresli laskavy ¢tendf sdm. Vzhledem k
této bazi méa prvni tisek lomené &ary soutadnice (1,0,1) a druhy tsek ma soufadnice (—1/2,/3/2,1).
Abych spoéital thel lomené ¢ary, musim jeden vektor orientovat obracend, napt. (—1,0, —1). Uhel lomené

(=1,0,—1)(=1/2,v3/2,1) —1/2 _ -1
I—1,0,— DI [(—1/2,v/3/2,)]  T¢CO08 55 = arecos

Cary je arccos 7

Reseni.

() Necht [[u+v]| = [u—v]|, 2 toho plyne [ju+v]2 = [u—ov|2, tj. [ul?+]v]|>+2uv = [u]?+]v]>~2uv,
takze vecuv = 0. Jednotlivé Gpravy jsou ekvivalentni, tj. plati i obracené tvrzeni.

(b) Necht (u + v)(u — v) = 0, z toho plyne ||u||? — ||v||? = 0, tj. obé velikosti museji byt stejné. Upravy
jsou ekvivalentni, tvrzeni plati i obracené.

Reseni. http://flow.kmo.tul.cz/ www/czech/vyuka/multiedu/fcanal apm_pdf.pdf

Reseni. Doplnim pozdéji
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Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

8.79.° Reseni. Doplnim pozdéji

8.80.° Reseni. Doplnim pozdéji

. 10110 1

10.63.* Reseni. ~ (0 010 1) ~ (o
0

1

10.64.* Reseni.
— (a) S vywzitim vysledku z pfedchoziho cvideni a s védomim, Ze napi. (1,0,0,0,0) je partikulérni FeSen,
mohu mnozinu vSech feSeni napsat ve tvaru (1,0,0,0,0)+((1,1,0,1,0), (1,0,1,0, 1)), takze vSechna FeSeni
jsou (0,1,0,1,0),(0,0,1,0,1), (1,1,1,1,1),(1,0,0,0,0).

10 1 1 0]1 100 1 1
—(b) ~ |00 1 0 —1{0)] ~ (010 -1 0
0 001 0 —

=

01 -1 -1 1 1|0
homogenni soustavy (—1,1,0,1,0),(—1,0,1,0, 1), takZe mnozina vSech FeSeni je
(15 O7Oa 070) + <(717 17 0; ]-7 0)5 (713 07 ]-a 07 1)>

0), podle véty 5.34 je baze prostoru feSeni pridruzené

)N
10

10011
(0 1010(1 1>, podle véty 5.34 je baze FeSeni pfidruzené homogenni soustavy (1,1,1,1,0), (1,0,0,0,1),
0011001

takZe prvni sloupec matice X obsahuje vektory (1,1,0,0,0)+((1,1,1,1,0),(1,0,0,0, 1)) a druhy sloupec
matice X obsahuje vektory (0,1,1,0,0)+((1,1,1,1,0),(1,0,0,0,1)). Celkem v prvnim i druhém sloupci
mohou byt ¢tyfi rizné vektory, takze lze zapsat 16 riznych matic X, které vyhovuji maticové rovnici.

o e
o = O
[l =]
S o
)
=
== O

10.65.* ResSeni. Resim dvé soustavy nehomogennich rovnic se spoleénou matici soustavy ~ (

10.66.* Reseni.
— (a) je LN, (b) je LN, (c) je LZ

10.67.* ReSeni.
— (a) a =1, (b) pro zaddné «, (c) pro vSechna «, (d) o = 1.

10.68.* Reseni.
— (a), (b) bazi mohou tvofit zadané vektory, (c) napt. {(1,0,1,0,1),(0,1,1,0,0),(0,0,1,1,0)}.

11 0 0
4 ~ , 10 O 1 _ —
10.69.* Reseni. ~< 01 o0 1), a=1,b=0.
00 atl b

S oo

11100 11 1 00 11 1 00
4 Pogans [1 0101 01 0 01 01 0 01 . . . .
10.70.* Reseni. (10a11>~<011+a11>~<011+a11>,nejv1ceprvkuma (M) pro a = 1, tehdy je
01111 01 1 11 00 a 00
dim(M) = 4, takze pocet prvki je 2% = 16.

10.71.% ReSeni. Ano: (1,0,0,...,0), (0,1,0,...,0), (0,0,1,...,0), ...,(0,0,0,...,1).
10.72.* Reseni

01000 10000 11011
01110 11101 10101
— @ [tr11o00f,(b){11010],(c) [0 100 0],trik: ndsobeni matic mohu provést na jednoduchém
11101 01011 10010
10100 10001 1.1.000
software pro tento ucel v R, pritom suda cisla vysledku zapisu jako nuly a licha ¢isla jako jednicky,
1001110000 10011[/10000 10000[10100 10100
01010[01000 01010(01000 01000(00011 00011
—(d) [ooo11jo00100f~f00110{11010[~f00100{10001[, A"t=[10001
1111100010 00011(00100 00010[01011 01011
1011100001 0001001011 0000101111 01111

Poznadmka: i v pfipadé vypoctu inverzni matice lze pouzit vySe zminény trik. Matice mé sudy determinant
(pocitano v R) préveé tehdy, kdyZ je singularni v Z,. Tedy pro lichy determinant existuje inverzni matice
i v Zy. P1i vypoctu inverzni matice mizeme pracovat v R a pouzit vzorec z dikazu véty 4.37, ovSem
neni potfeba délit ¢islem det A a ve vysledné matici staci licha ¢isla psat jako jednicky a suda jako nuly.

10.73.%* Reseni.

01000 10100[/10011 10100[10011

11100 01001[01010 01001(01010
—(a)X=A"'"B=|o1111],(b) 1110000011~ 001111111 1], podleFrobeni-

10101 0011111111 0000111010

01001 11011|10111 00000[01011

ovy véty matice X neexistuje.
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10.74.4

10.75.4
10.76.4
10.77.4

10.78.%

—

10.79.4

10.80.%
10.81.%

10.82.%

—

10.83.4

10.84.4

10.85.4

10.86.%

—

Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

Reseni.
a) hod A =5, hodB =4, A jeregularni, B je singularni,
g g
(b) hod A =5, hodB =5, A jeregularni, B je regularni, det A =1, det B = —2.

Reseni. Pocet vektort je 24m P = 213 — 8192,

Reseni. Dimenze = n — hod A = n — k, pocet vektort = 2" % = g—k

Reseni. http://en.wikipedia.org/wiki/UTF-8,

nebo http://www.unicode.org/versions/Unicode4.0.0,

specidlné http://www.unicode.org/versions/Unicode4.0.0/ch03.pdf, sekce 3.9 (UTF8).

Jednotlivé kédy znaki Unicode jsou v UTF-8 kédovany do jednoho az ¢tyt byte, tedy jedna se o neblokovy
kéd. Podle prvnich péti bit prvniho byte dekodér jednoznacné pozna, zda mé dekédovat znak zapsany

dvou nasledujich byte, 11110777 — znak je kédovan v tomto a tfech nésledujich byte, 11111777 — toto
neni kédové slovo. Navic vSechny pokracovaci byte maji vzdy v prvnich dvou bitech psano 01. Pokud to
neni splnéno, dekodér ohldsi chybu (pfijem nekédového slova).

Reseni. Jednotliva kédova slova ozna¢im a, b a c. Je

e

(a) |la]] = ||00110010|| = 3, ||b|| = |]10101010|| = 4, ||c|| = ||]11110000|| = 4,

(b) lla — b|| = [[10011000[| = 3, [la — c[| = 3, [[b — || = 4. (c) 3,

(d) neni linedrni, chybi mezi kédovymi slovy napf. nulovy vektor.

Reseni. Nejvétsi velikost mé slovo plné jednicek, ||[111...1|| = k, nejvétsi vzdalenost je mezi timto
slovem a nulovym slovem, nejmensi vzdélenost mezi riiznymi slovy je 1, napf. ||100...0—000...0|| = 1.

Reseni. 4(00110010) = 1100, A(10101010) = 0000, .A(11110000) = 0101.

Reseni.
11010011 10010111

(a) ~ 8 (1) é (1) 1 (1) (1) é) ~ (8 (1) (1) (1) g (1) (1) (1) , prohodim tfeti se ¢tvrtym sloupcem, pouziji vétu 5.34 a
00110011 00001110

znovu prohodim tfeti se étvrtym sloupcem, dostavam Ker A = (10110000, 11001100, 10101010, 10100001},

(b) def A =4, (c) hod A =14

Reseni.

(a) Je-li kéd je linearni, musi mit tifprvkovou bazi, protoze 23 = 8, takZe hodnost matice sestavené z

011011

101011 110000
kédovych slov v fadcich musi byt 3, [1 1 0000] ~[011000],
......... 000011

=

i

N<
+o
<
<
&+
=
—
Co
[N}
(=2
N—

(b) nejmensi vzdélenost je 2 (staci pou
Reseni.

1 111100
(a) H~ 0),takée dle véty 5.34 je G = (0 1001 0),
1 101001
1
1

011100
,takzle G=[(101010],
0 110001

100
00O0].
011

Reseni. Prvni ¢tyfi bity mohou byt libovolné, pocet jedni¢ek mezi zbylymi étyFmi bity musi byt sudy.
Dimenze tohoto linedrniho kédu je 7, takze pocet slov je 27 = 128.

o OO RO
oo RO O

Reseni. Generujici i kontrolni matice maji podle definice lin. nezéavislé fadky. Jde tedy jen o to, zda
mohou byt ¢tvercové. Generujici matice kédu, ktery obsahuje vSechna slova délky k, je ¢tvercova, tedy
regularni. Pokud by méla byt ¢tvercova kontrolni matice, pak prislusny kéd obsahuje jen nulové slovo,
tj. nejedna so o prilis uziteény kéd. Pro prakticky pouzitelné kédy tedy nemtize byt kontrolni matice
regularni.

Reseni.

(a) G ~

[N NeNe}
= O oo
=)

),takieH(o 101 1),
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-
10.87.4
10.88.%

10.89.%

10.90.4
10.91.%

10.92.4

11.78.°

11.79.3

llll

11.80.3

11.81.°

Ll

11.82.4

11.83.°

—

11.84.4
-

—

Uvod do algebry, zeyména linedrni Resent cviceni

(b) stejné jako ve cviceni 10.83 pfipad b), jen zaménim G «— H.
Reseni. Dimenze tohoto lin. kédu je ny — ni, takze pocet slov je 272 "1,
Reseni.
(a) H= ((1) é 1) ~ (0 1 1) takze G = (1 1 1), K = {000,111},
100110000000000
010101000000000
110100100000000
111000000000000
EEESEETRRRRRRY
WH=(] 00110011001 1]r G=]o1o0000010100000
110000010010000
101010101010101 000100010001000
100100010000100
010100010000010
110100010000001
Reseni.
(a) 28 — 1 = 255, 255 — 8 = 247, takovy kéd je mozné vytvofit,
(b) 29 — 1 =511, 511 — 9 = 502 # 501, toto nejsou rozméry Hammingova kédu.
Reseni. Ne, neobsahuje napi. nulovy vektor.
ResSeni. Ano, je to linearni kéd. Béaze kédu (fadky generujici matice) miize vypadat napft. takto:
(100...001), (010...010), (001...100), ... Pro suda k je generujici matice tohoto kédu shodné s matici
kontrolni.
01111000 10000111 01111000
i _ (11100100 01001110 _ (11100100
Resenl.H(11010010>~<00101101>, G<11010010>
10110001 00011011 10110001
Reseni. ()m +3:1:4 x +:C2+3:1:—4, (b) 223 — 222 + 4a, (c) 32° + 32 — 9z + 6
(d) 28 — 92° + 82° xt — 923 + 2322 — 262 + 20.
Reseni.
(a) (=5,4,0, 231)+(, 1,1,1,0,0) = (—4,3,1,-1,3,1),
(b) (4,0,0,—%,2) + (—4,4,-2,2,~2) = (0,4,—2, %,0),
(c) 3(2,-3,1,1) = (6,~9,3,3),
(d) co = agby = ( 5) ( ) = 20,c1 = a1bg +apby = 4- (—4) + (—5) -2 =—-26,co = asbg + a1by + agbs =
0- ( )+4 2+( 5) (73)—23,63:a3b0+a2b1+a1b2+a0b3:(72)~(74)+0~2+4~(73)+(*5)‘1:
—9,04fa4bo+a3b1+a2b2+a1b3+aob4:3-(—4)+(72)~2+0'(—3)+4~1+(—5)~O:712,65:
a5b0+a4b1+a3b2+a2b3+a1b4+aob5:1-(—4)+3~2+(—2)-(—3)+0-1+4~0+(—5)-0:8,06:
agbo + asby + asby + asbs + asbs + a1bs +agbg = 0-(=4)+1-2+3-(=3)+(-2)-1+0-0+4-0+(-5) -0 =
—9,¢7 = arby + agb1 + asba + asbs + asbs + asbs + a1bg + apby = 0-(—4) +0-24+1-(=3)+3-1+
(—2)-0+0-0+4~0+(75)~0:0,68:a8b0+a7b1+a6b2+a5b3+a4b4+a3b5+a2b6+a1b7+aobg:
0-(—4)+0-240-(-3)+1-14+3-0+(-2)-04+0-0+4-0+(—5)-0=1.
Reseni. Necht p je polynom s koeficienty ag, a1, ...,a, a ¢ je polynom s koeficienty bg, b1, . . ., by. Plati

p = q pravé tehdy, kdyz maji stejny stupenn (oznacim jen n) a v p¥ipadsé, ze n < 0 je a; = b; pro v8echna
i€{0,1,...,n}.

Seni. Oznac¢me r ¢asteény podil, z zbytek.
(a) r(z) = 2% + 22— 3, z(x) = 4a? — 2 — 2,

(®) r(z) =22 + 1, 2(x) = —2% + 2% — 4z + 3,
(c) r(x) = 23 — 22% + 42 — 2, z(x) = 0,

(d) r(z) = 322 + 22 + 55, 2(z) = 3 erg?,

(e) r(x )—O,z(sc):x3+x2—x+1

Reseni. Algoritmus postupné déli konstantou ¢ jednotlivé koeficienty polynomu p a v ménicim z postupné
odecita vzdy s¢itanec s nejvyssi mocninou. Zbytek po déleni je nula.

Reseni.

(a) trojnasobny, (b) neni kofen, tj. 0-nasobny kofen, (¢) dvojnésobny.

Reseni.

(a) p(—2) = —128, p(3) = 342,

(b) p(5) =269, p(2 + 3i) = 14 — 141i.
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11.85.3 ReSeni. Viz napiiklad cvideni 11.86.

11.86.° Reseni.

— (a) (@ -2z —VE+ 1)+ V3+1),

— (b) 2%(z — 3)(z +2)(w — VT + 2)(w + VT +2),

— (¢) (x = 1)(z + 1)%(z — 5+ 3i)(x — 5 — 3i),

— (d) (z = 3)(z +6)(z —i)*(x +i)?,

— (&) 8(z — 3)(z+ 3)(xz — 1 —2i)(x — 1 + 24).

11.87.* Reseni. Je p(r) = (z — a) g(x) pro viechna x € C. Pro z = a dostavame p(a) = (a — a) g(a) = 0.

11.88.% Reseni. " .

— (a) Kofeny a = ¢/—1 = 1- e (FHS) = 0s (2 + &) +isin (2 + &), k € {0,1,2, 3}, po dosazeni
k:a€ ‘[—l—z‘[ ‘[—i— @,—g—z%,g zg
Takiep(x):(xfifii)( 2 @) (z+72+122)(x7ﬁ+i£).

— (b) Kofeny a = ¢/—8 = /8¢ = 9. e(54%7) = 2cos (3 + 2£T) +2isin (£ + 2£7), k € {0,1,2}, po
dosazeni k: o € {1+14v/3,-2,1—iv/3}, takze (x) = (m—l—m/g)(x—i—2)(a?—1 2\/_)

— (c¢) Kofeny a = = 8 =2 ewgkﬂ =2 T = 2cos T+ z\/_sm € {0,1,2,3,4,5}, po dosa-
zemk::oze{\/_\/_(— )\/_<f—+£) ( 171—) \/_(%f 5 }takzep
(=8 (2= G = i) (o4 i) (o >( o) (e 2 i)

11.89.° Reseni. Protoze 1 + i je kofenem realného polynomu, musi byt 1 — 4 také kofenem. Kofenové ¢initele:
(r —1—i)(z —1+14) = 22 — 22+ 2. Podélenim zkoumaného polynomu polynomem 2 — 2x + 2 dostavam
polynom z3 — 322 + 2 4 5. Cislo —1 je kofen tohoto polynomu (pokus o uhodnuti celo¢iselného koiene z
mnoziny moZnosti {1, —1,5, —5}). Dostavam tedy rozklad: (z + 1)(z? — 2z + 2)?(2% — 4z + 5).

11.90.° Reseni. Nejprve 11.86: (a) , (b) beze zmény, (c) (z—1)(z+1)2 (22— 102 +34), (d) (z—3)(x+6)(z% +1)2,
(e) 8(z — 3)(z+ 1) (2 — 22 +5), dale 11.88: (a) (2% — 2z + 1)(2% + V22 + 1), (b) (z +2)(z* — 2z +4),
(¢) (a% + V2a +2)(2® — V2 +2)(z — V2)(z + V2).

11.91.% Reseni. Ne, protoze pak téz 1 + 8i je sedminasobny kofen a polynom stupné 13 nemiize mit 14 kofeni.

11.92.* ReSeni. Vynasobenim kofenovych ¢initeltt s kofeny vzajemné komplexné sdruzenjmi dostavame realny
polynom. Soucin realnych polynomu a konstanty a, =1 je redlny polynom.

11.93.* Reseni. D4 se nahradit podminkou a,, € R.

11.94.* ReSeni. Algebraicky: komplexni kofeny jsou po dvou, pfi lichém stupni musi ztistat misto aspoii na
jeden realny koren.

Analyticky: Pfi a, > 0 je limp(z) = 400 pro x — 400 a limp(z) = —oo pro x — —oo. Spojita
funkce musi protnout osu z. Pfi a,, < 0 se pouze prohodi 400 s —oc0

11.95.) Reseni. Rozklad polynomu tietiho stupné musi obsahovat polynom stupné prvniho, co# je (aZ na kon-
stantu u prvni mocniny, ktera se d& vytknout) kofenovy ¢initel. OvSem polynom nemé kotfen v T', takze
kofenovy Cinitel nemize v T' existovat. Polynom tedy neni rozlozitelny na cCinitele v 7T'.

11.96.2 Reseni. Nechf (c;) je nenulové posloupnost s koneénym nosicem, k je nejvétsi index, pro ktery je cp # 0.
Pak obraz izomorfizmu v posloupnosti (¢;) definuji jako polynom co + c1z + coz? + -+ + cpz®. Obraz
nulové posloupnosti definuji jako nulovy polynom. Toto zobrazeni je prosté (véta 11.11), je ,na“ (ke ko-
eficientim polynomu pfiddme nekoneéné nul a dostavame odpovidajici posloupnost s koneénym nosicem)
a je linedrni (véta 11.21). Jedn4 se tedy o izomorfismus.

11.97.3 Reseni. >/ | a; = —an_1, ZZ]—:LK]. Qi = ap_2, ZZj,k:Li<j<k Qg = —Gp_3, ...

., koneéné posledni vztah: ayag - - - a, = (—1)"ag. Pritom kazdy kofen je zde zapsan tolikrat, kolik
je jeho nasobnost.

11.98.% Reseni. ajas -+, = (—1)"ao.

11.99.3 (x) +

Reseni. Necht p ma asponi dvojnasobny kofen. Tj. p(z) = (z — a)?q(z) a p'(z) = 2
(r — a)?q¢'(v), takze p'(a) = 2-0 - q(a) + 0 ¢'(a) = 0. Obracens, necht p(a) = 0 a p’(«)
p(z) = (z—a)q1(z) (véta 11.42), p'(z) = 1q1(2)+(z—a)q) (z). Dosadim = = a: p'(a) = q1(@)+0q] ()
tedy ¢1(a) = 0, jinak Feceno « je kofenem polynomu g;. Podle véty 11.42 pak musi ¢1(z) = (z — &) g (),
tedy p(z) = (z — @)q1(z) = (z — ?)g2(2).
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