Kombinatorika a geometricka pravdépodobnost

1. Mé&jme v roviné 6 bodt, z nichz zadné tfi nelezi na jedné pfimce. Spojime nahodné
vybrané 3 dvojice tuseckou. Jaka je pravdépodobnost, Ze vznikne trojuhelnik,
jestlize

(a) dvojice se ve vybéru mohou opakovat?

(b) dvojice se ve vybéru nemohou opakovat?
Reseni: Pocet vech moznjch tisecek je (g) = 15.

15-8-1 8 15-8-1 8

o PTG

(a) P = 15-14-13 182

2. V krabici je 6 zelenych a 11 zlutych mickt. Postupné vytahneme nahodné tii z
nich. Vime, Ze prvni a tfeti tazeny micek je zluty. Ktery zptisob tahu - s navra-
cenim po kazdém tahu nebo bez navraceni - da vétsi pravdépodobnost tohoto
jevu?

Reseni: S navracenim: Pocet vsech trojic vytazenjch mické je 173. ProtoZe na
druhém misté miuze byt bud zeleny - takovych trojic je 11 -6 - 11 - nebo Zluty,
takovych trojic je 113, je

112.6 + 113

Bez navraceni: Pocet vSech trojic je 17 - 16 - 15. Pocet priznivych trojic je 11 -6 -
104 11-10 - 9. Takze
_11-6-10+11-10-9

= 0.404.
17-16 - 15 040

3. 5 vadnych tisténych spoji je zamichano mezi 10 dobrych. Postupné je testujeme
dokud neobjevime vsechny dobré spoje. Jaké je pravdépodobnost, Ze posledni z
dobrych spoji bude objeven jako 12-ty v potadi?

Reseni: Vsech usporadani 15 spoji je 15!. Pifzniva uspofadani vzniknou takto:
Na zadané 12. misto dame jeden z 10 dobrych spoji. Za néj na mista 13, 14 a
15 umistime 3 vadné spoje, coz lze 5 - 4 - 3 zpisoby. Na zbyla mista 1 — 11 dame
zbylych 11 spoju jakkoli, coz lze 11! zptisoby.

10-5-4-3-11!

P = - =0.018.
5 0.018

4. Studenti A a B jdou na zkousku, jejiz hodnoceni je 1, 2 a 3. Oznac¢ime nésledujici
Jevy

A = {A dostane 2},
B = {B dostane 2},
C = {Zadny 1, ale asponi jeden 2}

a vime, ze P(A) = 0.3, P(B) = 0.3 a P(C) = 0.4. Jaka je pravdépodobnost, ze
alespon jeden dostane 2, ale nikdo 37

Reseni: Oznacime si D = {alespoii jeden dostane 2, ale nikdo 3}. Pak C ¢ AUB
aD= ((AUB) \ C) U (AN B). Odtud

P((AUB)\C) +P(ANB) = P(AUB) — P(C) + P(AN B)
P(A)+ P(B) - P(ANB) — P(C) + P(AN B)
P(A)+ P(B) — P(C) =0.2.



5. Dva pratelé A a B si domluvi schiizku mezi 9.00 a 10.00. Jejich ptichody na dané
misto jsou ndhodné v ramci smluveného casového intervalu. Kazdy bude cekat
10 minut a pak odchazi. Jaka je pravdépodobnost, zZe dojde k setkani?

Reseni: Vechny mozné ¢asy prichodii obou pratel je mnozina dvojic (t,ts),
kde ¢, je ¢as prichodu osoby A a t, ¢as prichodu osoby B. (Na obrazku je tato
mnozina reprezentovana celym Ctvercem s Carkovanym okrajem.) Aby se oba
pratelé potkali, musi se doby jejich pfichodi lisit maximélné o 1/6 hodiny. Takové
ptiznivé dvojice ¢asii (t1,t3) jsou na obréazku vyznaceny Sedivou oblasti kolem
diagonaly.

9.00 10.00

Tato Sediva oblast zabird z obsahu ¢tverce 11/36, coz je hledand pravdépodob-
nost.

6. Usecku délky r rozdélime ndhodné na tii ¢asti. Jaka je pravdépodobnost, Ze ze
vzniklych Casti 1ze sestrojit trojuhelnik?

ReSeni: 1/4

7. Z intervalu (0, 1) vybereme postupné tii ¢isla xq, 2 a x3. Jaka je pravdépodob-
nost, ze treti vybrané ¢islo bude lezet mezi prvnimi dvéma?

Reseni: Mame Sest moznosti, jak bude vybrana trojice ¢isel vypadat:

1 < Ty < T3
T < T3 < T2
To < T1 < T3
To < T3 < X7
Ty < T1 < T2

T3 < Ty < 7.

Diky symetrii maji vSechny tyto moznost stejnou pravdépodobnost. Ptiznivé vy-
béry jsou dva, druhy a ¢tvrty, a proto je pravdépodobnost rovna 1/3.

8. V krabici mame n bilych a m cernych kouli. Postupné je tahdme vSechny ven
(bez navraceni). Jaka je pravdépodobnost, ze k-t4 tazend koule je bila?

ReSeni: Viech moznosti jak postupné vytahnout m-+n kouli z krabice je (m-+n)!.
Ptiznivé usporadani vznikne tak, ze na k-té misto dame bilou kouli, coz lze n
zpusoby. Ostatni koule doplnime libovolné (m + n — 1)! zptusoby.

nm+n—-1)" n
(m+n) m4n

P:
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Rozdélme 2n kouli ndhodné do n krabic (n > 3). Jaka je pravdépodobnost, Ze
prvni krabice bude obsahovat pravé 6 kouli? Cemu se tato pravdépodobnost blizi,
kdyz n — +00?

Reseni: Viech rozdéleni je n?". P¥iznivé usporadani vznikne vybranim 6 kouli,
coz lze (26") zpusoby, a jejich umisténim do 1. krabice. Zbytek rozdélime do zby-
Iych n — 1 krabic libovolné, a to lze (n — 1)?"~5 zpiisoby.

9 -1 2n—6
P= < n)u — 2%72/6!.

6 n2n
Rozmistéme 2n kouli oznacenych ¢isly 1,2,...,2n po jedné ndhodné do 2n kra-
bic rovnéz ocislovanych 1,2,...,2n. Jakd je pravdépodobnost toho, ze u kazdé

krabice bude soucet jejiho cisla a ¢isla koule uvnitt sudy? Jaka je hodnota této
pravdépodobnosti pii n — oo?

ReSeni: Viech rozmisténi je (2n)!. Aby soucet ¢isla koule a krabice byl sudy,
musi byt bud obé ¢isla sudd nebo obé licha. Rozdélime koule se sudym ¢islem do
krabic se sudym ¢islem, coz lze n! zpusoby. Stejné po té rozdélime n! zpusoby
koule s lichym ¢islem do krabic s lichym ¢islem.

(n!)?

P = 0.
@n)!

Méjme n krabic a méjme n + k kouli. VSechny tyto koule rozmistime ndhodné do
krabic. Jaka je pravdépodobnost toho, ze prvni krabice ziistala prazdna? K ¢emu
se tato hodnota blizi pfi n — oco?
Reseni: Viech rozmisténi je n"*. P¥izniva rozmisténi jsou ta, u kterych pouzi-
vame k rozmisténi jen n — 1 krabic.

_ 1)n+k

n
P — (7 —_— 6_1,
nn+k

4n bilych a n cernych kouli je ndhodné rozmisténo do n krabic tak, ze v kazdé
krabici je préavé 5 kouli. Polozme

A = {v kazdé krabici jsou 4 bilé a 1 cerna koule}.
a) Spoctéte P(A).
b) Pro n = 5 urdete pravdépodobnost, ze vSechny c¢erné koule se ocitnou v
jediné krabici.

Reseni: a) Pocet viech rozdéleni 5n kouli do n krabic zjistime tak, Ze budeme
postupné vybirat po 5 koulich a umistovat je do krabic:

() 0)-

Stejné vytvorime piizniva rozdéleni. Do 1. krabice dame 4 bilé z celkového poctu
4n bilych a 1 ¢ernou z n Cernych, coz lze (‘T) (711) zptsoby. Do 2. krabice dame 4
bilé z 4n — 4 bilych a 1 ¢ernou z n — 1 ¢ernych. To lze (4”_4) (”Il) zpusoby, atd.

4
Pocet priznivych rozdéleni je tak

BOEIC)-(0-
p_ (B)"(n)nt _ 5mnl(dn)
()" (5n)! (5n)!

Takze

b) P = 20!5!5/25! = 1/10626.
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Kazdou z n rizné obarvenych tycinek rozlomime na dva dily, kratsi a delsi. Ze
vsech 2n vzniklych ¢asti utvofime dvojice. Jaké je pravdépodobnost, ze

a) v kazdé dvojici bude jeden kratsi a jeden delsi dil,

b) kazda dvojice bude tvofit ptivodni tyéinku?

Reseni: a) Pocet viech rozdéleni 2n ¢asti do dvojic zjistime tak, Ze budeme
postupné vybirat po 2 kusech a umistovat je do dvojic:

B e

Stejné vytvorime piizniva rozdéleni. Do 1. dvojice dame 1 dlouhou z celkového
poc¢tu n dlouhych a 1 kratkou z n kratkych, coz lze n? zptsoby. Do 2. dvojice
ddme 1 dlouhou z n — 1 dlouhych a 1 kratkou z n — 1 kratkych, a to (n — 1)?
zplsoby, atd. Pocet priznivych rozdéleni je tak (n!)?. Takze

27 (n!)?
P= 2n)!

b) Zde bude jiny pocet ptiznivych rozdéleni. Do kazdé dvojice k libovolné vybrané
dlouhé ¢asti mame presné jednu kratkou ¢ast na doplnéni. Pocet priznivych roz-
déleni je tak n! a P = 2"n!/(2n)!.

Jaka je pravdépodobnost, ze mezi n ndhodné zvolenymi lidmi budou alesponi dva
slavit narozenimy ve stejny den?

Reseni: Kazdy miZe mit narozeniny v jednom z 365 dni. (UvaZujeme nepie-
stupny rok.) Pocet vSech rozloZeni narozenin n lidi je tak 365". Ur¢ime prav-
dépodobnost jevu opac¢ného nez je v zadani ulohy, tj. zajimé nas pocet tako-
vych rozlozeni narozenin, kdy kazdy z n lidi mé& narozeniny v jiném dni. Téch je

365-364-... (365 — (n—1)), (soucin ma n ¢nitelt). Tedy
-364 - ... - — 1 1
P:1—365 36 (365 —n +1) 1 365 .
365™ 365"\ n

Z n part bot vybereme 2k jednotlivych kusi.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze jedna mezi vybranymi nebude ani jeden par?
(b) Jaka je pravdépodobnost, ze mezi vybranymi bude pfesné jeden par?

(c) Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi budou pfesné dva pary?

Reseni: Vech vybéria 2k kusti z 2n bot je @Z)
a) PFiznivy vybér ziskdme takto: Z n para si napied vybereme 2k parti, a to
1ze (27;) zpusoby. Pak z kazdého takto vybraného paru jednu botu - pravou nebo
levou, coz je mozné dvéma zptisoby. Tim pocet vybéri bot, mezi kterymi neni
zadny par je

2%

Voo o= ()2
2% 2%

Hledana pravdépodobnost je
n
< 92k
2 )
P = kf

()
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b) Zvolime si do vybéru jeden cely par. To lze n zptisoby. Zbyva vybrat z n — 1
part 2k — 2 bot. To je ale pfedchozi pfipad a) s n — 1 misto n a 2k — 2 misto 2k.

Tedy
n—1
n< )2%—2
p_ 2k — 2 .

)

¢) Zvolime do vybéru celé dva péry, coz lze (;L) zpusoby. Zbyva ndm n — 2 pard,
ze kterych volime 2k — 4 bot stejné jako v pfipadu a). Takze

n\(n-2 92k—4
p_ 2)\2k—4
= 5 .
2k
Kniha o £ stranach obsahuje celkové n tiskovych chyb. Jaka je pravdépodobnost,

Ze na 1. strané je r; chyb, na 2. strané je ro chyb, ... a na k-té strané je ry
tiskovych chyb? (r{ +7ro+ -+ 1 =n.)

Reseni: Kazda chyba mtize byt na jedné z k stran. Tim je celkovy pocet roz-
misténi n chyb na k stran roven £". Ptizniva rozdéleni ziskame, Ze na 1. stranu
vybereme r; chyb, coz lze (Z) zpusoby. Na 2. stranu mtzeme dat r, chyb (";2”)
zpusoby atd. Pocet pfiznivych rozmisténi vSech chyb je

n\/n—ry\/n—r —re n—1ry—- " —Tp_1 n!
1 T T3 T rilrgl ol

Odpovéd je P =nl/(rq!---r! k™).
Uvazujme n lidi mezi nimiz jsou zahrnuty i dvé osoby A a B.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi ndhodném setazeni n lidi do fady bude mezi
osobou A a B stat pravé k lidi?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze pfi posazeni n lidi kolem kulatého stolu bude
mezi A a B pravé k lidi?

ResSeni: a) Pocet viech usporadani n lidi do fady je n!. Pocet zpiisobt, jak do
fady umistit osobu A, za ni k£ volnych mist a pak osobu B je n — k — 1. Protoze
A a B se mohou prohodit, vynasobime ptedeslé ¢islo dvéma. Zbylych n — 2 osob
umistime na zbylych n — 2 mist libovolné, coz lze (n — 2)! zpusoby.
2n—k—=1)(n—-2)! 2(n—k-1)

P - =
n! n(n —1)

b) Pocet rozmisténi n lidi v fadé je n-krat vétsi nez pocet rozmisténi n lidi kolem
kulatého stolu: Mame-li osoby rozesazené kolem stolu, zvolime jednu z nich jako
prvni a od ni pak ostatni odpocitavame, jako by stali v fadé. Protoze volba prvni
osoby muze byt uskutecnéna n zpusoby, ziskdme z jednoho rozesazeni kolem
stolu n riznych fad. Pocet vsch rozesazeni n lidi kolem kulatého stolu je tak
n!/n = (n —1)!. P¥izniva rozesazeni ziskame nasledovné. Osoby A a B posadime
tak, aby mezi nimi bylo k£ volnych zidli. Zbylych n — 2 osob rozmistime na n — 2
volnych mist (n — 2)! zptisoby. Posledni, co musime vzit v Gvahu je fakt, Ze
prohodime-li osoby A a B ziskdme nové rozesazeni. Toto ovsem plati s vyjimkou



18.

19.

jednoho ptipadu: Kdyz k = (n — 2)/2, sedi A a B pfesné naproti sobé a jejich
prohozenim neziskavame nové rozesazeni. Zavér:

2n—2)! 2 n—2

p— —
=1 n-1 PPkt
(n—2)! 1 n—2
P = = k= .
(n—1! n-1 pro 2

V sadé n vyrobku je 5 vadnych. Vybereme ndhodné k z celé sady. Jaka je prav-
dépodobnost, Ze vzorek obsahuje pravé jeden vadny vyrobek, jestlize

(a) vybér je bez navréaceni.

(b) vybér je s navracenim.

ResSeni: (a) Podet viech moznych vybéri k-tic z n virobki je (}). Piiznivy p¥ipad
je, kdyz v k-tici je pfesné jeden vadny vyrobek. Ten mizeme vybrat z 5 vadnych
a zbylych k£ — 1 doplnit z n — 5 vyrobki bez zavady. To lze 5(2:?) Vysledek je

. (n — 5)
p_ 1)
n
(1)
(b) Pocet viech moznych vybért k-tic z n virobkt s navracenim je n*. P¥iznivy
pripad je, kdyz v k-tici je presné jeden vadny vyrobek. Ten mtizeme vybrat z 5
vadnych a umistime ho na jedno z k£ mist ve vybrané k-tici, coz lze 5k zptuisoby.

Zbylych k — 1 vyrobki doplnime z n — 5 vyrobki bez zévady, coz dava (n—5)%!
zptsobu. Vysledek je

P = _ =

5k(n — 5)k1 _ 5k <1 5)’6—1.

nk n n

Mezi N micky je n bilych a N — n modrych. Nahodné vybereme bez navraceni
K micki z celkového poctu.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze mezi vybranymi bude k bilych?
(b) Jak se zméni vysledek, budeme-li provadét vybér s navracenim kazdého
tazeného micku?

ReSeni: (a) Pocet viech moznych vybéri K-tic z N micki je (%) Piiznivy

pripad je, kdyz v K-tici je presné k bilych mickt. Ty mtzeme vybrat z n bilych
(Z) zpusoby a zbylych K — k doplnit z N —n modrych. To lze (Z) (N _") zpusoby.

K—k
Vysledek je
() (x3)
k) \K—k
P = .

N

K
(b) Pocet viech moznjch vybért K-tic z N vyrobki s navradcenim je N¥. P¥iznivy
piipad je, kdyz v K-tici je pfesné k bilych mickt. Ty lze vybrat z n bilych n*

zpusoby a umistit je do K-tice (Ik() zpusoby. Zbylych K — k mickt doplnime z
N — n modrych a to (N — n)X~* zptisoby. Vysledek je

o nk<k)(N—n)K_k ) (K) (Y

NK k N
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Jiny zptsob vypoctu je, kdyz si uvédomime, Ze se jedna o Bernoulliho schéma
s K pokusy vybirani mickt do K-tice, kde tispéch je vybér bilého micku. Prav-
dépodobnost tspéchu je n/N a tedy pravdépodobnost k tspéchti z K pokust je

dana " . o
n n\E-
(G5
k)J\N N
Nezkuseny zaméstnanec vybira vzorek o n kusech tak, ze si zapise ¢islo ndhodné

zvoleného kusu a kus opét vrati do zasobniku obsahujiciho celkove N kusia. Jaka
je pravdépodobnost, Ze jeho seznam obsahuje alespon dvé duplicitni polozky?

Reseni: Uvazujme jev opaény, tj. seznam obsahuje navzajem rtizné polozky. Po-
¢et vSech moznych zapisti délky n, kde polozky mohou byt brany z N moznosti je
N™. Chceme-li, aby vsechny polozky byly navzijem rtzné, zvolime si n riznych
polozek z celkového poc¢tu N, coz lze (]X ) zptsoby. Tyto polozky pak mohou byt
na seznamu v ruznych poradich a to dava dalsich n! moznosti. Celkové

N\ n!
P=1- e
()%

A hodi 3 krat minci, u niz je pravdépodobnost, Ze padne panna p,. B hodi
dvakrat minci, u které je pravépodobnost panny pg. A vyhraje, pokud mu padne
vétsi pocCet pannen. Jinak vyhrava B.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze vyhraje A?

(b) Ukazte, Ze hra je spravedlivd, pokud jsou mince symetrické.

Reseni: (a) Vitézstvi hrace A nastane v kazdém z nasledujicich t¥i piipadii. Bud
hraci A padnou t¥i panny (pak na hraci B nezalezi), coz ma pravdépodobnost p?.
Nebo A hodi dvakrat pannu a jednou orla, coz mé pravdépodobnost 3p% (1 —pa),
a v tom pfipadé nesmi mit B dvakrat pannu, 1 — p%. Pravdépodobnost tohoto
piipadu je tak 3p?4 (1 —pa)(1— p%). Zbyva posledni moznost, Ze A hodi jen jednu
pannu a dvakrat orla, 3pa(1 — pa)?, a B jenom dvakrat orla, (1 — pg)?, coz
ma celkové pravdépodobnost 3pa(1 — pa)*(1 — pp)®. Sectenim viech tii pripadi
dostaneme

P = p} +3p5%(1 = pa)(1 — ph) + 3pa(l — pa)*(1 — pp)*.
(b) Pro symetrické mince je px = pp = 1/2 a vysledek piipadu (a) je P =1/2.
Do n ocislovanych krabic ndhodné rozmistime n ocislovanych mick.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze Zadna krabice nebude prazdna?
(b) Jaka je pravdépodobnost, ze presné jedna krabice bude préazdna?

(c) Rozmistime nyni n + 1 mickt. Jakd je pravdépodobnost, Ze pfesné jedna
krabice bude prazdna?

(d) Rozmistime nyni n + 2 micki. Jaka je pravdépodobnost, ze alespori jedna
krabice bude prazdna?

Reseni: (a) Pocet viech moznych rozmisténi je n”. P¥izniva jsou ta rozmistén,
kdy v kazdé krabici je jen jeden micek a téch je n!. Takze P = n!/n".

(b) P¥i tomto rozmisténi musi byt jedna krabice prazdna, jedna krabice obsahujici
dva micky a zbylych n — 2 krabic ma po jednom micku. Pocet téchto rozdéleni
ziskdme tak, Ze si zvolime krabici, kterd bude prazdna (n moZnosti), a kterd bude
obsahovat dva micky ((n — 1) moznosti). Do této krabice vybereme z n micku



dva, coz Ize () zptsoby a zbylych (n—2) micki rozdélime po jednom do zbylych
(n — 2) krabic (n — 2)! zptsoby. Celkové

PZn(n—l)(Z)(n—Z)! i <n)%

nn 2

(c) Podet vsech rozmisténi je n™*!. P¥izniva rozloZeni jsou dvojiho typu. Bud
existuje krabice se tfemi micky a (n—2) krabic ma po jednom micku nebo existuji
dvé krabice po dvou mic¢kéch a (n—3) krabic po jednom micku. RozloZeni prvniho
typu ziskdame, Ze si zvolime krabici, kterd bude prazdna (n zpusoby) a krabici se
tfemi micky ((n — 1) zpusoby). Do té vybereme tti micky z (n+ 1), coz lze (";1)
zpusoby. Do zbylych (n — 2) krabic rozdélime micky po jednom a to (n — 2)!
moznostmi. Celkové mame

n(n—l)(ngl)(n—%!: (n—;l)n!

rozdéleni prvniho typu. Pro druhy typ postupujeme podobné. Zvolime krabici,
ktera bude prazna (n moznosti) a dvé krabice, které budou obsahovat po dvou
miccich ((”;1) moznosti). Do prvni krabice, kterd ma obsahovat dva micky dame
dva micky z (n + 1), coz lze (”'2“) zpusoby. Dalsi dva micky ze zbylych ((";1)
moznosti) ddme do druhé ptipravené krabice. Nakonec nam zistalo (n—3) micku,
které rozdélime do (n—3) krabic (n—3)! zptsoby. Takze pocet rozmisténi druhého

typu je
IOy GV e eyIt:

Pravdépobnost, ze pfesné jedna krabice zlistane prazdna je tak

p= nil((”;:l)nw% (ngl) (n+1)!).

(d) Budeme uvaZovat jev opacny, tj. Ze zadna krabice neztistala prazdné. Pocet
vsech rozmisténi je zde n"*2. Piizniva rozlozeni jsou dvojiho typu. Bud existuje
krabice se tfemi micky a (n — 1) krabic ma po jednom micku nebo existuji dvé
krabice po dvou mickach a (n — 2) krabic po jednom micku. RozloZeni prvniho
typu ziskdme, Ze si zvolime krabici, kterd bude obsahovat tfi micky (n zpisoby).
Do té vybereme t¥i micky z (n + 2), coz lze (";2) zpusoby. Do zbylych (n — 1)
krabic rozdélime micky po jednom a to (n — 1)! moznostmi. Celkové mame

n("’gz)(n— 1)l = (”;2>n!

moznosti. Pro druhy typ postupujeme podobné. Zvolime dvé krabice, které budou
obsahovat po dvou mi¢kach ((}) moznosti). Do prvni z nich ddme dva micky z
(n+2), coz 1ze ("}?) zptisoby. Dalsf dva micky ze zbylych ((}) moznostf) ddme
do druhé ptipravené krabice. Nakonec nam ztustalo (n —2) micku, které rozdélime

do (n — 2) krabic (n — 2)! zpisoby. Takze pocet rozmisténi druhého typu je

)7 G)e2= ()55

Celkové mame pro hledanou pravdépodobnost P

e (T ()52)
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Do N ocislovanych krabic se ndhodné rozdéli n ocislovanych mickt. Jaké je prav-
dépodobnost, Ze v K-té krabici bude k£ micku?

Reseni: Pokud si poviimneme, Ze se jedna o Bernoulliho schéma, kde pokus je
umisténi micku do jedné z N krabic a tispéch je umisténi micku presné do K-té
krabice (pravdépodobnost uspéchu je tedy 1/N), pak podle vzorce pro pravdé-
podobnost k tispéchii v sérii n pokust mame

n\ 7 1\Fk 1 \n—k
P=()(F) (-5)
(k) N N
Jiné feseni: Pocet vSech moznych umisténi n mickt do N krabic je N". Pfiznivé
rozlozeni dostaneme, Ze vezmene k micku z celkového poctu n (coz, lze (Z) zpu-
soby) a dame je do K-té krabice. Zbylych (n — k) mickt rozdélime libovolné do
zbyljch (N — 1) krabic a to (N — 1)"~* zptisoby. Celkové

. (k)(N—l)"_k ) (n) (i)’“(l_i)”"“_

k) \N N

Ve méste zije n + 1 obyvatel. Jeden z obc¢anil zac¢ne $ifit famu a to tak, ze ji sdéli
nahodné vybranému obyvateli. Ten ji opét sdéli dalsimu nahodné vybranému
obyvateli (miize to byt i ten, od koho se ji dozvédél). Tak se fama Sif{ méstem.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze fama bude k krat pfedana, aniz by se vratila
k pivodci?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze fama bude k krat predana, aniz by se vrétila
k nékomu, kdo ji uz slysel?

Jak se zméni vysledek, kdyz misto jednoho obyvatele si v kazdém kroku mtize
osoba predavajici famu vybrat nahodné r posluchacta?

Reseni: (a) Podet vSech zptisobt, jak se fAma muze &ifit béhem k krokt je n*,
nebot v kazdém kroku muze byt sdélena jednomu z n obyvatel. Pfiznivé Sifeni
famy je takové, ze z dalsich kroku je vyloucen jeji ptivodce: v 1. kroku ji preda
jednomu z n obyvatel a v dalsich (k — 1) krocich je pouze (n — 1) moznosti komu
ji pfedat, nebot piivodce je nyni vylouden. Pocet piiznivych sifeni je n(n—1)*1.

Celkové
L

p_ n(n —kl _ <1_l)k_1‘
n n
(b) Podet viech zptisobt ifeni je stejny jako v pfipadé (a), tj. n*. P¥iznivé sifent:
v 1. kroku méame na vybér z n obyvatel. Ve 2. kroku uz jen (n—1) obyvatel nebot
kdo famu jiz slysel je vyloucen z dalsi Gcasti na Sifeni, ... atd, a v poslednim k-
tém kroku je pouze (n — k + 1) obyvatel, ktefi famu jesté neslyseli. Vysledna
pravdépodobnost je

p_nrn-1)-—m-k+1) (n) k!

nk k) nk

(n:l)r+r2+---rk_1 H;g;ll H:il (n_ir_rj_..._,u)
) (n) 2k 1 (b) .
r

Tii hraci A, B a C hraji karty zptusobem, ze vzdy dva se Gcastni hry a tfeti
stoji mimo. Kdo ve hie prohraje, je nahrazen tim, ktery nehral. Tento systém
pokracuje tak dlouho, dokud jeden z hract nevyhraje dvakrat za sebou. Pak se
stava celkovym vitézem. VSichni hraci jsou v kartach stejné dobii. Zacinaji hrat
hraci A a B.

Pro r: (a (n)r+rz+,,,+rk—1

T
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(a) Jaké jsou pravdépodobnosti celkového vitézstvi pro A, B a C?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze hra skonéi nejpozdéji v k-tém kole?
Jak se zméni Feseni, predpokladame-li, Zze A a B jsou stejné dobfi, ale nad hracem
C oba vyhravaji s pravdépodobnosti p?

ReSeni: a) Priibéh hry budeme znacit posloupnosti vyherci v jednotlivich ko-
lech. Napt. AC'BB oznacuje hru skladajici se ze ¢tyr kol, v prvnim vyhral A,
ktery pak hréal s hracem C' a vyhral hra¢ C. Pak C hral s B a vyhral B a nakonec
hral B opét s A a vyhral znovu B. Tim byla série her ukoncena.

Jsou dva typy serii, kdy vyhraje hrac¢ A:

(a) ACBACB:---ACB AA, kde se skupina AC'B opakuje k krat, k =0,1,...;
(b) BCA BCA ---BCA A, kde se skupina BC' A opakuje k krat, k =1,2,....

Vysledna pravdépodobnost se spocte sectenim pravdépodobnosti vSech uvede-
nych pripadi.

IVEL = I\kL 2 1 5
PUO=3(5) 3+ 2() =7 51t
k=0 k=1
Ze symetrie P(A) = P(B) = 5/14 a dopliikova pravdépodobnost je P(C) = 4/14.
Pro obecnéjsi pripad si staci uvédomit, ze pravdépodobnost skupiny ACBi BCA
je rovna £(1 — p)p. Pak

k1 >

P = P(B) =Y (30 -) 3o+ 3 (30-0p) 5= 2 L

b) Nejkratsi série jsou dvé AA a BB a tato série ma pravdépodobnost i—l—%. Pro tii
kola mame dvé série ACC a BC'C' a pravdédobnost %—i— %, pro CtyTi opét dvé série

ACBB a BCAA a prislusnou pravdépodobnost 1—16 + %, atd. Ma-li série presné

k > 2 kol, mé tedy pravdépodobnost 2 %+, Sec¢tenim téchto pravdépodobnosti
dostaneme odpovéd

1 1 1 1

V obecném piipadé je jednodussi spocitat pravdépodobnost jevu opac¢ného. Vy-
sledek zavisi na tvaru cisla k:

1 i
P=1 —2<§(1—p)p) pro k = 3i,

1 i
P:1—<§(1—p)p> pro k = 3i+1,

1 i
P = 1—(p—1)<§(1—p)p> pro k = 3i + 2.

Méjme minci, u niz je pravdépodobnost panny rovna p € (0,1) a orla 1 — p.

Hazime tak dlouho, dokud nepadne za sebou dvakrat totéz.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze série hodu skonéi nejpozdéji v Sestém hodu?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze série bude mit sudy pocet hodua?
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Reseni: (a) Uvazujme opacny jev, tj. série ma minimalné 6 hodt. Aby tomu tak
bylo nesmi za sebou padnout dvakrat totéz, takze mame jen dva mozné pripady:
OPOPOP nebo POPOPO. Oba dva maji stejnou pravdépodobnost p*(1 — p)3.
Takze
P=1-2p%1-p)>

(b) M&-1i mit série sudy pocet hodu, pak posledni dva hody jsou bud PP nebo
0O0. V predchozich hodech se pak musi stfidat P a O a to tak, ze jsou jen dvé
moznosti jak série mize vypadat: bud POPO ... POPP nebo OPOP---OPOO.
Je-li délka série 2n, pak prvni z nich ma pravdépodobnost p"*!(1—p)"~! a druha
p" (1 — p)"*1. Takze

=Y (p(1-p)" "+ (1 =)D (p(1-p)"
A ¢ St ) S e Sl )
1-pl-p) 1-p(l-p) 1-p(l-p)

V krabici jsou bilé a cerné koule. Provedeme dvakrat ndhodny vybér, pricemz po
kazdém tahu kouli opét vratime do krabice. Oznac¢me

A = {obé tazené koule jsou téze barvy}.

a) Ukazte, ze P(A) > 1.

b) Spoctéte P(A) v piipadé, ze bychom tazené koule do krabice nevraceli. Plati
i v tomto piipadé, ze P(A) > %?
Reseni: (a) Oznacme si pocet biljch kouli jako n a éernjch m. Pak
2 4 .2
pa) =
(m+n)?
ProtoZe pro libovolnd m, n plati 2mn < m? +n?, je P(A) > % Pro ptipad (b) je

pravdépodobnost
m(m —1) +n(n—1)

(m+n)(m+n-—1)

a to je napf. pro m =n = 2 rovno 1/3.

P(A) =

Do k krabic rozmistime ndhodné n micku.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze posledni krabice zistala prazdna?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze néjaky micek se dostal do prvni nebo do po-
sledni krabice?

Reseni: Kazdy mictek mé k moznosti, kam ho lze umistit. Proto pocet vsech
moznych rozmisténi je k™.
(a) Mame-li zakdzanu posledni krabici, je pocet moznosti, jak umistit micek k—1,
a tedy
(k—1)"

kv
(b) Podivame se na opac¢ny jev, tj. Ze prvni a posledni krabice ztistaly prazdné.
V tom pfipadé mame jen k — 2 moznosti, kam umistovat micky, a tak

(k—2)"
P

P =

P=1-



29. Ve skladovacim boxu je n monoclankiti, mezi nimiz je zamichano k vybitych mo-
noclankt, k < n. Postupné je vybirame z boxu bez navraceni a testujeme, je-li
monoclanek vybity ¢i nikoli.

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze posledni vytazeny monoc¢lanek bude nevybity?

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze posledni nevybity monoclanek vytahneme jako
tieti od konce?

ResSeni: (a) Vysledek jedné série vytahovani monoc¢lanki si miZzeme zapsat jako
posloupnost n symboli, napi. NVV ... NN, kde V' oznacuje vybity monoclanek
a N monoclanek nabity. Pocet symbolti V' je k a pocet symboli N je n— k. Vsech
takovych n-tic je (Z) Priznivy vybér je, kdyz n-tice kon¢i symbolem N. Takové
uspotradani dostaneme, Ze na posledni misto v n-tici ddme N a ze zbylych n — 1
mist vybereme (";1) zplsoby k-tice, které obsadime symboly V. Takze

(") _n—k

(b) P¥iznivy vybér je v tomto piipadé n-tice zakoncena ... NVV. Do prvnich
n — 3 neobsazenych mist mizeme umistit (Z:§> zpusoby k£ — 2 symboli V. Odtud

(i2) _ k(k—1)(n—k)
(Z) n(n—1)(n—2)

Podminéna pravdépodobnost

P=

1. Hodime dvéma kostkami, ¢ervenou a zelenou. Oznac¢ime A jev ,na cervené padla
3,4 nebo 5“, B jev ,na zelené padla 1 nebo 2“, C' jev ,soucet bodt je 7“. Ukazte,
ze jevy A, B, C jsou nezavislé.

2. Hodime tfi kostky. Jaka je pravdépodobnost, ze padla alespon jedna Sestka, vime-
li, ze padla navzajem rizna ¢isla?

Reseni: Polozime A = {alespoii jedna 6} a B = {navzajem riizn4 ¢isla}. Pak
P(B)=6-5-4/63a P(ANB)=3-5-4/6% takze
P(AnB) 1

PUAIB) = =55 = 3

3. Predpokladame, Ze narozeni chlapce nebo dévéete ma stejnou pravdépodobnost.
Jaka je pravdépodobnost, Ze v rodiné se dvéma détmi jsou oba chlapci, vime-li,
7€

(a) alesponi jedno z déti je chlapec.
(b) prvni dité je chlapec.

Reseni: (a) Polozime A = {oba chlapci} a B = {alespii jeden chlapec}. Pak
P(B)=1—-1/4=3/4a P(ANB) = P(A) = 1/4. Takze P(A|B) = 1/3.

(b) Zde bude jev B = {prvni dité je chlapec}. Pak P(B) = 1/2 a P(ANB) =
P(A) =1/4. Tim P(A|B) =1/2.

4. Zasilka 24 produkti obsahuje 13 vadnych. Je rozdélena do dvou stejnych skupin.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze jedna skupina obsahuje jen vadné produkty?



(b) Produkty jsou rozdéleny tak, Ze jedna skupina se skladd ze samych vad-
nych vyrobkt. Nadhodné zvolime skupinu a produkt z ni. Je vadny. Jaka je
pravdépodobnost, ze ndhodné zvoleny produkt z druhé skupiny bude také
vadny?

Reseni: (a) Pocet viech rozdéleni 24 produktii do dvou stejnych skupin je (fg)
Pfiznivé rozdéleni dostaneme, ze bud do prvni nebo do druhé skupiny vybirame
pouze z 13-ti vadnych produkti, coz je 2(};’) zpusobu. Takze

:(12)

(b) Budeme potfebovat nasledujici jevy:

P g

C' = {ndhodné zvolené skupina obsahuje jen vadné produkty},
B = {produkt zvoleny z ndhodné vybrané skupiny je vadny},
A = {produkt zvoleny z druhé skupiny je vadny}.

V tomto oznaceni mame zjistit P(A|B). Pro vypocéet P(AN B) a P(B) musime
pouzit vzorec pro uplnou pravdépodobnost.

= = 1 1 1 13
P(B) = P(BIC)P(C) + P(BIC)P(C) =1- 5 + - 5 = o'
o A 1 1 1 1 1
P(ANB)=PANB|C)P(C)+ P(ANB|C)P(C) = 53713 5=
Odtud )
P(A|B):1—3.

.V krabici je jeden micek barvy bilé nebo ¢erné. Pfidame k nému jeden bily micek a
pak z krabice ndhodné jeden micek vytahneme. Je bily. Jaka je pravdépodobnost,
Ze na pocatku byl micek v krabici také bily?
Reseni: Polozime A = {ptvodni micek je bily} a B = {tazeny micek je bily}.
Chceme vypocitat P(A|B). Vime, ze P(B|A) =1, P(BJ]A) =1/2a P(A) =1/2.
Podle Bayeseva vzorce dostaneme

P(B|A)P(A) 2

P(A]B) = P(B|A)P(A) + P(B|[A)P(A) 3

. Hazime kostkou tak dlouho dokud nepadne Sestka.

(a) Nepadla-li Sestka pfi prvnim hodu, jaka je pravdépodobnost, Ze nepadne ani
pri dalsich dvou?

(b) Vime-li, Ze pocet potfebnych hodt byl sudy, jakd je pravdépodobnost, Ze

byl roven dvéma?

Reseni: (a) Protoze hody jsou nezavislé (a tedy vysledek prvniho hodu neméa
vliv na dalsi hody) je pravdépodobnost rovna

p_22_2
66 36
(b) Polozime A = {pocet hodi je 2} a B = {pocet hodu je sudy}. Chceme vy-
pocitat P(A|B).
P(ANB)=P(A) =
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11.

Zbyvé zjistit P(B). Musime secist pravdépodobnosti, Ze Sestka padla poprvé ve
druhém hodu, ve ¢tvrtém hodu, v Sestém hodu, ... atd. Tedy

=2 (O (k-

Odtud dostaneme vysledek P(A|B) = 11/36.

. 'V kosi je n bilych a m ¢ernych mickid. Nahodné vytahneme jeden. Vratime ho

zpét a pridame do kose k& micki téze barvy, jakou mél tazeny micek. Tento postup
opakujeme. Jaka je pravdépodobnost, Ze pii j-tém tahu vytahneme bily micek?

Reseni: Vyfesime ptipad pro j = 2. Oznacime si
A = {taZeny micek v 1. tahu je bily}
B = {tazeny micek ve 2. tahu je bily}.

Chceme vypocitat P(B). Za zadani zname nasledujici pravdépodobnosti:

P(B\f_l) =(n+k)/(m+n-+ k:),_ P(A) =n/(m+mn),
P(B|A)=n/(m+n+k), P(A)=m/(m+n).

Podle vzorce o tiplné pravdépodobnosti dostaneme

P(B) = P(B|A)P(A) + P(BA)P(A)

n—+k n n m n

- = .
m4+n+km+n mi+n+km+n m+n

Protoze po provedeni tahu jsou pravdépodobnosti vytazeni bilého ¢i cerného
micku stejné jako na pocatku, vysledek se opakovanim tak neméni a odpovéd
je, Ze pii j-tém tahu je pravdépodobnost vytazeni bilého micku n/(m + n).

Stroj mé 2 komponenty A a B, které funguji nezavisle na sobé. Stroj pracuje,
jsou-li obé komponenty funkéni. Vime, Ze A méa spolehlivost 98% a stroj mé
spolehlivost 95%. Jakou spolehlivost ma komponenta B?

Reseni: Je-li A, resp. B oznacuji jevy, ze komponenty A, resp. B jsou funkéni,
pak mame, 7ze P(A) = 0.98 a P(ANB) = P(A)P(B) = 0.95. Odtud P(B) = 0.97.

Mame n bilych a n ¢ernych mickid. Jak je mame rozdélit do dvou krabic, aby pri
nahodné volbé krabice a vytazeni ndhodného micku z této krabice byla pravdé-
podobnost, Ze micek je bily maximalni?

Reseni: [1 bily, 0 cernych], [(n — 1) bilych, n éernych.
Hazime n krat minci, kde pravdépodobnost panny je p.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze ve ¢tvtém hodu padla panna, vime-li, ze v celé
sérii padlo k panen?

(b) Oznacime jevy A = {v prvnim hodu padla panna} a By = {v sérii padlo k
panen}. Pro jaké hodnoty k jsou jevy A a Bj nezéavislé?

Reseni: a) k/n, b) k = pn.

Héazime nesymetrickou minci s pravdépodobnosti panny rovnou p tak dlouho,
dokud nam nepadne panna.

(a) Nepadla-li panna v prvnich dvou hodech, jakéa je pravdépodobnost, Ze ne-
padne ani v nésledujicich tfech hodech?
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(b) Vime-li, Ze potiebny pocet hodi byl lichy, jakd je pravdépodobnost, Ze byl
roven tfem?

Reseni: a) (1 —p)3, b) (1 —p)*p(2 —p)

V souboru n minci je jedna majici na obou strandch pannu. Ostatni mince jsou
spravné. Nahodné zvolime minci a Sestkrat s ni hodime. Pokazdé padla panna.
Jaka je pravdépodobnost, Ze tato mince mé znak panny na obou stranach?

Reseni: 26/(26 +n — 1).

V kazdé ze dvou krabic se nachazeji dvé mince. V prvni krabici jsou to mince
u nichz je pravdépodobnost, ze padne panna rovna p; a ve druhé krabici mince,
kde pravdépodobnost panny je ps, p; # pe. Mame na vybér dva postupy:

(a) Nadodné zvolime krabici a hodime obéma mincemi, které se v ni nachazi.
(b) Z kazdé krabice ndhodné vybereme po jedné minci a hodime s nimi.
Vyhra nam pfinalezi, padne-li na obou mincich panna. Ktery postup je vyhod-
n&jEi?
Reseni: a) (p? + p2)/2, b) pipz. Postup a) je vyhodnéjsi.
Vzacna mince spadla do jednoho z n kontejnerti se Srotem. Pravdépodobnost, ze
zapadla do i-tého kontejneru je p;, p1 + p2 + -+ + p, = 1. Je-li mince v i-tém
kontejneru a hledame-li ji tam, pak ji nalezneme s pravdépodobnosti ¢;. Jaka je
pravdépodobnost, ze mince je v i-tém kontejneru, kdyz jsme ji nenasli v j-tém
kontejneru?
Reseni: p;/(1 —pjq;) pro i # j a (1 — q))pi/(1 — pig;) pro i = j.

Osoby A, B a C'1zou s pravdépodobnosti p a mluvi pravdu s pravdépodobnosti 1—
p a to nezavisle na sobé. Osoba C' pronesla jisty vyrok. Jaka je pravdépodobnost,
7e nebyl pravdivy, vime-li, Ze osoba A prohlésila: ,,B mi sdélil, ze C' lhal.*

ReSeni:(p” + (1 —p)*)/(3p” + (1 — p)?).

Mame tii krabice K, Ky a K3. Slozeni krabice K; je n; bilych micki a m; ¢ernych
mickl, i = 1,2, 3.

(a) Z nahodné zvolené krabice vytahneme dva micky. Jsou bily a cerny. Jaka je
pravdépodobnost, Ze byly tazeny z krabice K;, 1 = 1,2, 37

(b) Z krabice K; pfenddme nédhodné jeden micek do K3 a pak opét jeden micek
zpét do K. Jaka je pravdépodobnost, Ze slozeni K; a Ky zustali stejné?
(c) Z krabice K; pfenddme ndhodné jeden micek do Ks, z K5 jeden micek do

K3 a pak z K3 jeden micek zpét do K. Jaka je pravdépodobnost, Ze slozeni
vsech krabic zlistane stejné?

ReSent:

n;m; / Z njm; nl(ng + 1) + my(ms + 1)
”ﬁml (M)’ (n1 +my)(ng+mg+1)°
ni(ng + 1)(n3 + 1) —l— ml(mg —l— 1)(ms+1)

(n1 +mq)(ng + mg + 1)(n3 +ms + 1)

Krabice obsahuje listecky ocislované 1,...,n. Nahodné vytahneme jeden. Ma-li
¢islo 1, nechame si ho. Jinak ho vratime do krabice. Vytahneme dalsi listek. Jaka
je pravdépodobnost, ze ma ¢islo 27

1 1 -1
Reseni: —( + n )

n\n—1 n




18.

Mame 16 zlatych minci, z nichz 7 je pouze na povrchu pozlacenych, zbylé jsou
pravé. Mince rozdélime do dvou stejné velkych skupin.

(a) Jaké je pravdépodobnost, Ze jedna ze skupin bude obsahovat pouze pravé
mince?

(b) Predpokladejme, Ze mince jsou rozdéleny tak, Ze jedna ze skupin obsahuje
pouze pravé mince. Z ndhodné zvolené skupiny vybereme minci. Je prava.
Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrand mince z druhé skupiny je
rovnez prava?

Regeni: a) 2(3)/(%) = 0.0014, b) 2/9

Distribuéni funkce

.V intervalu (0,1) zvolime ndhodné bod A. Oznaéime-li X vzdalenost bodu A

od blizsiho konce intervalu, urcete distribu¢ni funkci Fy a hustotu fx nadhodné
veliciny X.

Reseni:
0 t<0;
) . _ [0 t¢(0,1/2);
Fy(t) = ? iigo/,zl/Q), fx(t) = { 2 te(0,1/2).

Hrac¢i A a B héazi sipky na kruhovy ter¢ s polomérem r. Nahodné veli¢iny L
a Lp budou oznacovat vzdalenost Sipky hozené hracem A a B od stfedu terce.
Zname jejich distribuc¢ni funkce

0 t < 0; 0 t < 0;
Fr,(t) =14 /t/r te{0,r); Fr,(t) =14 t*/r* te{0,r)
1 t>r. 1 t>1.

Ktery z hracu je lepsi?

ResSeni: Lepsi je ten z hrac¢t, ktery ma vétsi pravdépodobnost umisténi Sipky
blize stfedu terce. Porovnanim hustot (tj. derivaci funkei Fy,, a Fy,,) zjistime, ze
lepsi je A.

. Ve ¢tverci (0, 1) x (0, 1) zvolime ndhodné bod A. Oznac¢ime 7" trojihelnik s vrcholy

[0,0], [1,0] a A. Bude-li X znamenat obsah trojihelnika 7', urcete distribuc¢ni
funkci Fy a hustotu fx ndhodné veli¢iny X.

Reseni:
0 t<0;
) . _ [0 t¢(0,1/2);
Fy(t) = ? iig()/,Zl/Q), fx(t) = { 2 te(0,1/2).

. Cestujici prisel na zastavku autobusu pravé, kdyz autobus odjel. Je rozhodnut

cekat 5 minut a pak odchazi. Intervaly mezi piijezdy autobusi jsou ndhodné v
rozmezi 4 — 6 minut. Je-li X doba, po kterou cestujici c¢eka na zastavce, naleznéte
distribuc¢ni funkci Fy a hustotu fx.

Reseni: Nahodn4 veli¢ina X nabyva hodnot v intervalu (4,5). Je-li t € (4,5),
pak pravdépodobnost jevu (X < t) je stejnd jako pravdépodobnost, Ze auto-
bus pfijede v ¢asovém intervalu (4,¢) od doby odjezdu piedchoziho spoje. Tato
pravdépodobnost je rovna (t — 4)/2. Takze

0 t < 4;
Fx(t)=4 (t-4)/2 te4.5);
1 t > 5.



5. Natrh je ddn novy model pristroje. Prizkum ukézal, ze pfistroj by mohl byt velmi
uspésny s pravdépodobnosti 0.6, stiedné tspésny s pravdépodobnosti 0.3 a net-
spésny s pravdépodobnosti 0.1. Rocni zisk spojeny s pripadem ,velmi tspésny*
je 15 miliéni, v pripadé ,aspésny” je b miliond a v pripadé ,neuspésny” je ztrata
0.5 miliénd. Je-li X rocni zisk, naleznéte distribuc¢ni funkci Fly.

ResSeni: X nabyva hodnot —0.5, 5 a 15 miliénii. Odtud dostaneme

0 t<—05;
0.1 te(—0.5,5);
04 te(515);

1 t>15.

Fx(t) =

6. (Obtizné) Ve ¢tverci (0, 1) x (0, 1) zvolime ndhodné bod A. Oznac¢ime-li X vzdéle-
nost bodu A od nejblizsiho vrcholu ¢tverce, urcete distribuc¢ni funkei F'x a hustotu
fx ndhodné veliciny X.

Reseni:
(0 t<0;
t? te(0,3);
Tt? + 24 /12 — 1 — 4¢* arcsin— L ote (3, 3V2);
! t> 12
( 2nt t € (0,3);
1
_ 2
Fx(t) = 4 2mt — 8t arcsint— L te (%,%\/@,
(0 jinak.
Stifedni hodnota
1. Ruleta m4 37 poli o¢islovanych 0, 1,2, ..., 36. Lze vsadit bud né&jaké na ¢islo mezi

1 a 36 a v tom pripad€ se vyhrava 36 nasobek vsazené ¢astky. Nebo lze vsadit na
barvu ¢ervenou ¢i ¢ernou (sudé policka jsou ¢erevna a lichd jsou ¢ernd, nula je
zelend, na ni se nesazi) a v tom piipadé se vyhrava dvojnasobek vsazené ¢astky.
Jaka je v obou pfipadech primérna vyhra?

Reseni: Ndhodné veli¢ina X bude mit viznam zisku.

(a) Sazka na barvu: X mé hodnoty pii vsazené jednotkové &astce 1 (vyhra)
nebo —1 (prohra). Tim EX =118 9 __1

BT T Y
, s . , , . _ 1
(b) ?a.zga :na_ cislo. X mé hodnoty 35 (vyhra) nebo —1 (prohra). EX = 35- &
37 37"

2. Pro n ndhodné zvolenych lidi urcete primérny pocet dnt v roce, v nichz ma prave
k z nich narozeniny. Jaky je primeérny pocet dnil, v nichz maji alespon dva lidé
narozeniny?

Reseni: X znad¢i pocet dntl v roce, kdy mé piesné k lidi narozeniny. NapiSeme
si X ve tvaru X = X + - -+ 4+ X365, kde ndhodné veliciny X; nabyvaji hodnoty
1, mé&-li v -ty den prévé k lidi narozeniny nebo 0, kdyz tomu tak neni. Pak
EX = EX+- - EX3¢5. Pravdépodobnost, Ze v pevné zvoleny -ty den ma pravé

k lidi narozeniny je
P n\ 364"nF .
k) 365"




Odtud dostaneme EX; = 1- P; a celkové

n\ 364"7F  /n\ 364n*
EX =365 - S ot
<k> 365" <k;> 36571

Druhou otazku zodpovime tim, Ze od celkového poc¢tu dni v roce odecteme prii-
mérny pocet dni, kdy neméa zadny z n lidi narozeniny a pocet dni, kdy méa prave
jeden c¢lovék narozeniny. Tyto dva tidaje ziskdme z vysSe vypocteného vzorce pro
k—0a k=1, con dava 365 — —ob _ 304"

=0ak=1, coz dava 65— "3gEn1-

3. Jista kralovska dynastie méa nasledujici pravidlo tykajici se poctu déti: Kralovsky
par ma mit déti dokud se nenarodi syn nebo dokud nejsou maximalné tti. Jaky je
prumeérny pocet déti v takové kralovské rodiné, kdyz pravdépodobnost narozeni
dcery nebo syna je stejna?

Reseni: Polozime X nahodnou veli¢inu oznac¢ujici pocet déti v kralovské roding.
Jeji mozné hodnoty jsou X = 0,1,2,3. Déle, P(X = 1) = 1/2. Jev X = 2
znamend, Ze prvni se narodila dcera a pak syn, coz dava P(X = 2) = 1/4. Zbyva
jev X = 3, ktery znamené bud tii dcery nebo dvé dcery a nejmladsi dité je syn.
Oba maji pravdépodobnost 1/8, takze P(X = 3) = 1/4. Tim

1 1
EX =0P(X =0)+1P(X =1)+2P(X =2) +3P(X =3) = _ + 5 2:1.75.

[N}

4. Hodime dvakrat kostkou. Jakéa je primérna hodnota maximéalniho z obou vy-
sledki?

ResSeni: 161/36
5. Héazime nesymetrickou minci, kde pravdépodobnost panny je p a orla 1 —p. Jaka
je prumeérna délka série hodu, pti které nam pada stale jedna strana?
Reseni: p/(1 —p)+ (1 —p)/p
6. V kapse mame n rtznych kli¢t, z nichz pouze jeden je spravny kli¢ ke dvefim,
které chceme odemknout. Klice ndhodné tahdme z kapsy a zkousime. Jaky je
prumeérny pocet pokust nez se nam podari dvefe odemknout, kdyz
(a) pouzité kli¢e nevracime zpét do kapsy,
(b) pouzité klice vracime zpét do kapsy?
Reseni: (n+1)/2, n
7. V krabici je n bilych a m cernych kouli. Ndhodné vytdhneme k& z nich ven bez
navraceni. Jaky je primérny pocet bilych kouli ve vzorku?

Reseni: kn/(m +n)
8. Z intervalu (0, 1) vybereme ndhodné a nezavisle na sobé dvé ¢isla X; a Xo.

(a) Jaka je primérnd hodnota vétsiho z ¢isel X; a X5?

(b) Jaka je primérna hodnota vzdalenosti ¢isel X; a X537

(c) Jaka je priimérna hodnota druhé mocniny vzdalenosti bodu (X, X5) € R?
od pocatku?

(d) * Jakd je primérna hodnota vzdalenosti bodu (X, X5) € R? od pocdatku?
(Pouzijte polarni soutadnice.)



10.

11.

12.

13.

Reseni: 2/3, 1/3, 2/3, %<ﬁ+ lntan(37r/8)).

Spolec¢nost pfepravuje nakladnimi auty zbozi mezi mésty A a B vzdalenymi 100
km. Vozy maji stejnou pravdépodobnobnost poruchy v jakémkoli misté trasy
mezi A a B. Do jakého mista mezi A a B ma firma umistit servisni stanici, aby
prumeérna vzdalenost od stanice do mista poruchy byla minimalni? Jaka bude
odpovéd v piipadé, kdyz hustota pravdépodobnosti mista poruchy je f(z) =
2x/10000, x € (0,100)?

Reseni: uprostied, 100/v/2 od A
Stojime na bifehu piimé feky. Nahodné zvolime smér od feky a jdeme timto
smérem 1 km do bodu Q).

(a) Jaka je nase pramérna vzdalenost od feky?

(b) Z bodu @ se dale vydame ndhodné jakymkoli smérem a opét jdeme 1 km.
Jaka je pravdépodobnost, ze dosahneme feky diive nez ujdeme 1 km?

Reseni: (a) Vyjdeme-li od feky pod ndhodnym tihlem a € (0, 7), pak vzdalenost
polkmjed=1"-sina. Tim

1 [T 2
Ed:—/ sin a do =
0

™ m
(b) Poloha v tomto p¥ipadé je uréena dvéma nahodnymi thly « a 3, viz obrazek.

reka

Uhel 3 € (0,27) a ze symetrie se miizeme pro thel @ omezit na a € (0, %W)
Nahodny vybér dvojice uhli (o, 3) € (0, 37) x (0, 27) odpovidé jednomu pokusu.
Mame-li zadany thel «, pak ptiznivé volby pro (3, kdy dosahneme biehu feky diive
nez ujdeme 1 km, jsou 8 € (7r + a, 2m — a). Tato mnozina zabird v obdélniku
(0, 3m) x (0,27) jednu Ctvrtinu, takze vysledek je 1/4.

Zivotnost paru armadnich bot méa normalni rozdéleni se stfedni hodnotou 12
mésict a smérodatnou odchylkou o = 2. Je vydano 10000 part. Kolik pard bude
v priméru zapotiebi vymeénit po uplynuti 15 mésici?

Reseni: 9331

Priimérna vaha bedny je p = 50 kg a 1idi se normélnim rozdélenim se smérodat-
nou odchylkou o = 5. Kolik beden je mozné nalozit na nakladni auto s nosnosti
1 tuna, abychom s pravdépodobnosti 99% neptesahli dovolenou nosnost?

ResSeni: n = 18.98 tj. maximalné 18.
Uvazujme v roviné trojthelnik 7', jehoz vrcholy jsou tvofeny body (0, 1), (0,0) a

(1,0). V trojahelniku zvolime nahodné bod (X,Y'), pfi¢emz vsechny volby jsou
stejné pravdépodobné. Jaka je pramérna hodnota X-ové soufednice bodu (X, Y)?

Reseni: 1/3



14.

15.

16.

Zivotnost kryptonového zafice ma normalni rozdéleni se stiedni hodnotou p =
160 hodin. Pozadavky zakaznika jsou: zivotnost mezi 120 — 200 hodin s pravdé-
podobnosti 95%.

(a) Jakd musi byt smérodatna odchylka, aby se pozadavku zédkaznika vyhovélo?

(b) Je-li smérodatnd odchylka rovna hodnoté zjisténé v piedchozi otazce, jaka
je pravdépodobnost, ze primér zivotnosti dvou na sobé nezavislych zaric¢a
bude v limitu 120 — 200 hodin?

Reseni: 0 < 20.4, 0.994

Obsah smogovych castic v ovzdusi v dané lokalité je pravidelné monitorovan.
Pripustny limit je 7.7. Pfedpoklddejme, Ze skuteény obsah smogovych castic se
fidi normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou p = 7.6 a smérodatnou odchylkou
o = 0.04. Mérici pristroj je zatiZen nepfesnosti, ktera ma normalni rozdéleni s
puw=0aoc=0.03.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze vysledek méfeni nepfesahne 7.77

(b) Jaka je pravdépodobnost, Ze primér tii po sobé jdoucich nezavislych méreni
nepresahne 7.77

Reseni: 0.97, 0.9997

V jednotkovém ¢tverci zvolime ndhodné bod (X, Y), ptfi¢emz vSechny volby jsou
stejné pravdépodobné. Jaka je primérna vzdéalenost bodu (X,Y) od diagonaly
¢tverce?

Reseni: /2/6

Centralni limitni véta

. Hodime 420 krat hraci kostkou a vysledky hodi s¢itame. Pomoci centralni limitni

véty odhadnéte pravdépodobnost, ze soucet bude lezet mezi ¢isly 1400 a 1550.

ResSeni: Soucet si oznadime S, = X; + Xo + --- + X,,, kde E(X;) = 35 a
D(X;) = 2.916. Pak P(1400 < S,, < 1550) = 0.965.

. Bod konajici ndhodnou prochazku po ose x zacina v bodé 0 a pohybuje se tak,

Ze se po kazdé vteriné posune o jednicku doprava s pravdépodobnosti 1/2 nebo
o jednicku doleva rovnéz s pravdépodobnosti 1/2. Pomoci centrélni limitni véty
odhadnéte pravdépodobnost, ze bod bude po 100 krocich vzdalen od pocatku
nejvyse o 10.

Reseni: 0.682

Hézime n-krat hraci kostkou. Pomoci centralni limitni véty zjistéte, kolik je mi-
nimalné tfeba provést hodt, mame-li s pravdépodobnosti 98% tvrdit, Ze podet
dvojek padlych v n hodech lezi v intervalu

<ﬁ ﬁ> ?

127 4

Reseni: Polozime X; = 1 padla-li v i-tém hodu dvojka a X; = 0 jinak. Pak
E(X;) = 1/6 a D(X;) = 5/(36) a pocet dvojek v n hodech je X; + ---X,,.

Standardizovany soucet S spliuje | S| < 2—\/\/_5, a tim dostaneme n > 109.



4. Cena jedné akcie Pivovaru je v n-ty den roku rovna Y. Akcionaf Albert zjistil,
ze rozdily X,, = Y, .1 — Y, se chovaji jako nezavislé nahodné veli¢iny se stfedni
hodnotou 1 = 0 a rozptylem ¢? = 1/4. Ma-li akcie v 1. den roku hodnotu
Y7 = 100, urcete pomoci centralni limitni véty pradvépodobnost, ze Y3g5 > 110.
(Navod: vyjadiete Yags — Y7 pomoci X,.)

Reseni: 0.15

5. Meéreni vzdalenosti Jupitera a jeho mésice Kalista je diky neovlivnitelnym chybo-
vym faktorim ndhodna veli¢ina, jejiz stfedni hodnota je skutecna vzdalenost a
rozptyl o = 16. Kolik mé&feni musime provést, abychom a pravdépodobnosti 96%
mohli tvrdit, Ze aritmeticky primér naméfenych hodnot se od skutecné vzdale-
nosti lisi nejvyse o 1.5 jednotek.

Reseni: n > 30
6. Hazime n-krat symetrickou minci. Pomoci centralni limitni véty zjistéte, kolik je

minimalné tieba provést hodil, mame-li s pravdépodobnosti 99% tvrdit, ze pocet
S, pannen padlych v n hodech je alespon 4/5 poctu orli.

Reseni: n > 440



