Matematika 2, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 8. 6.2009)

Separovatelné diferencialni rovnice

1. Reste diferencialni rovnici s poc¢atec¢ni podminkou

2

5. Reste diferencidlni rovnici 2’ = (2 — )/t s poc¢ateéni podminkou:



Vysledky

1. z(t)

(oo

=In(1 +Int), t € (%, +oo); obecné feSeni je x(t) = Inlnct pro ¢ # 0 na intervalu
,%) pro ¢ < 0, (%,—Foo) pro ¢ > 0.
2. Obecné feseni z(t) = {/3(t — ¢) na intervalech (—o0,c¢) a (¢,+00); a) xz(t) = V3t — 2,

te(3,400); b) a(t)=V3t+7,te (-5 +00); ¢ a(t)=33—-2,t€ (—o0,32).

3. Obecné feseni z(t) = V2 — 2, x(t) = -V —t2, t € (—¢,¢) pro ¢ > 0; a) z(t) =
=V2—12,te (—v2,V2); b) z(t)=—-V25—12, t € (-5,5).

win

4. Stacionarni feSeni z(¢) = 0 na intervalu R, nestacionarni feSeni xz(t) = i na intervalech
(—o0,¢) a (¢,+00); a) z(t) =0, t € R; b) x(t) = 3%2, t e (%,—i—oo);
c) z(t) = t—&%l’ t € (—o0,—1).

5. Stacionarni feseni x(f) = 0, x(f) = 1 na intervalech (—o00,0), (0,+00); nestacionarni
1

feSeni z(t) = pro ¢ # 0 na maximalnich intervalech neobsahujicich 0,1; a) =z(t) =

1—ct
= Ql_tv t€(072); b) x(t):1,t€(—oo70); C) x(t):?’iﬂ,te(o,—i—oo);
d) z(t)=0,te€(0,+0); e) x(t):ﬁ,te(%,—i—oo).
6. Stacionarni feseni x(t) = 1, x(t) = —1 na intervalech (—o0,0), (0,+00); nestaciondrni

feSeni z(t) = y/1—c¢/t a z(t) = —\/1 — ¢/t na maximalnich intervalech disjunktnich
s intervalem obsahujicim 0,¢;  a) z(t) = \/1-3/(4t), t € (3,400); b) z(t) =1,

te(o0,0); ) a(t)= VITO/L, te (0 +00); d) at) = —/TT O/, t € (0, +00);
e) z(t)=—/1+5/(3t), t € (—o0,—32).
7. Stacionarni feseni z(¢) = 0 na intervalu R, nestacionarni feseni x(t) = (¢ — ¢)? na inter-
valech (c¢,400), daji se prodlouZit staciondrnim Fesenim na R;
0, te(— )_1 )
a) z(t) = , (=0, =1)
(t+1)%, te(—1,+00);
07 te(— ) )
b) z(t) =0, teR, nebo  a(t) = ) (Zo0.c)s (5 )
(t—c)*, tec,+0),



Matematika 2, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 8. 6.2009)

Linearni diferencialni rovnice 1. radu

1. Reste diferencialni rovnici s poc¢atec¢ni podminkou:

2tx T+ 2
! :4 b /: 2:4
a) 21" (3) ) ) P x() )
20+ 4 x
= 1)=3 d) 2/ = —"— =2
0 @' =0 ) =3 )@l == (1) =2;
3 3
) o =SS 1) =0; f) & = (z~ T)cost, a(x) =0;
g) o' =-2t(z+1), z(0)=2; h) o' = (z —1)cotgt, x(3)=3;
p tx / tx
) a' =T, w(0) =2 ) o= a0)
2. Reste diferencialni rovnici s po¢ateéni podminkou:
1 1 1 1
r_ 1. r_ _
a)x—;:}:—l—tg, r(l) =1; b)x——¥x+t—2, w(l) = 2;
9 2
c) x/:¥x+t2sint, z(m) =0; d) $/:_¥$+4ta z(2) =5;
3 3 2
e) x’:gm—t:}et, z(1) =0; f) 95,:—;3?‘1‘;2’ z(1) = 3;
g) o’ =2tx—e, 2(0)=2; h) o’ = —atgt+cost, z(0)=1;
—2t 1
/: 1 0:_1 /: 1:0
v =gt A0 =1 Dr=pirterg W



Vysledky

1. Jedna se o linearni diferencialni rovnice, vSechny lze Tesit separaci.

a) z(t)=1(?>—1), t € (1,400) (obecné feseni z(t) = c(t? — 1));

o
~—

=5t2 -2, t € (0,4+00) (obecné feseni x(t) = ct? — 2);

@]
~
8

d) z(t) = t_%l, t € (—1,+00) (obecné Teseni z(t) = 7 );
e) x(t)=t"3—1,te(0,+00) (obecné feseni z(t) = ct=3 — 1);
f) x(t) =1-e"t t € R (obecné feseni z(t) = cesmt + 1);
g) z(t)=3e " —1,tcR (obecné feeni z(t) = ce " — 1);
h) x(t) =2sint+ 1, t € (0,7) (obecné feSeni z(t) = csint + 1);
i) z(t)=2(t+1)e ", t € R (obecné feseni z(t) = c(t +1) e t);
t TSN z
t < € (—1,400) (obecné feseni z(t) = t+1)
2.a) z(t)=3t—1t72, t € (0,+00) (obecné fefeni z(t) = ct — t72);

o
~—
8

= (Int+2)t1, t € (0,+00) (obecné Feseni z(t) = ¢ + In|t|);
—(1 +cost)t?, t € (0,4+00) (obecné feseni x(t) = ct? — t? cost);

=4t72 42, t € (0,+00) (obecné feseni z(t) = ct 2 + t2);

t) = t3(e —el), t (0, +00) (obecné feseni z(t) = ct3 — t3et);

=2t3+t71 t e (0,+00) (obecné feseni x(t) =ct 3 +t71);

= (2—1t)e”, t € R (obecné FeSeni z(t) = cet” —tet’);

= (

2o
8 8

TN
~— ~—
8

= 0R
= —
8
o~

t+1)cost, t € (—5,%) (obecné feseni x(t) = ccost + tcost);

—
A~~~ N /N /N /N /N A/~~~ ~~ N /N /N /N /N~

=
8

t)=(t+1)(n(t+1)—1), t € (—1,+00) (obecné feseni x(t) = c(t + 1) + (t +1)-

—_
=]

T~
+
—_

t € R (obecné feseni z(t) = 5= + o).

—
SN—
8
—~
~
S—

t2+1 )



Matematika 2, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 8. 6.2009)

Linearni diferencialni rovnice s konstantnimi koeficienty
1. Reste diferencidlni rovnici s po¢ateénimi podminkami:
a) 2" +22' =3z =0, z(0) =3, 2'(0)=-1;
b) 2" + 52 =0, z(0)=0, 2'(0)=5;
c) 2’ +42' +42 =0, r(0)=2, 2'(0)=-5;
d) 2" +22' +52=0, z(0) =0, 2'(0)=6;

e) 2’ +32' +22 =6¢", z(0) =3, 2/(0)=0;

1
a) UCII‘FUC:@a x(3) =0, 2'(3)=0;

1
b) 1:”+:c—cos3t, z(0)=1, 42'(0)=1;

¢

c) 2" — 22 +x=—, (1) =0, 2'(1)=e;
d) o 20 4z = ° 0)=1, 2/(0)=2
)l‘ x+x_t2—|—1’ ‘T()_ ’ SU()—



Vysledky

1 oa) z(t)=2¢ +e 3, t e R (F(t) = ¢; e + cpe3);

b) z(t)=1—-e® teR (F(t) = c; + cye ot);
c) z(t) = (2 —t)e 2 teR (Z(t) = (c; +cyt) e 2);
d) z(t) = ~t(cy cos 2t + cysin 2t));

3e
) z(t) =3et —e 2 1ol t

e et teye™ 2(t) = Ael);

f) z(t)=(t+1)et —cost, t € R (Z(t) = (c; + cot) e, &(t) = Acost + Bsint);

g) x(t) = 3cos2t+sin2t+cost, t € R (Z(t) = ¢; cos2t+cysin2t, &(t) = Acost+Bsint);
h) z(t) =e ! (sint+3cos2t), t € R (Z(t) = e ' (c; cos2t+cysin2t), 2(t) =e ' (Acost+
+ Bsint));

i) z(t)={#2-2t+2)e "' —2e 2 teR (i(t)=cie i +cye 2, 2(t) =t(At+ B)e™?);
j) x(t) =cost+ Jtsint, t € R (E(t) = ¢ cost+ cysint, &(t) = Atcost + Btsint).

2. a) x(t)= (5 —t)cost+Insint-sint, t € (0,7) (&(t) = ¢; cost+cysint, &(t) = —tcost+
+ Insin - sint);
b) xz(t) = 2cost—l—smzH—Zcost, te (—%5,5) (2(t) = cycost + cysint, &(t) = ﬁ)
c) z(t) =te'lnt, t € (0,400) (Z(t) = (c; + cot) €', Z(t) =te' (Int —1));

&(t) =
d) z(t) = (1+t+tarctgt—%ln(tQ—i-l))e, t € R (2(t) = (c; + cot)el, &(t) =
= (tarctgt — 1 In(t*> + 1)) e').



Matematika 2, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 8. 6.2009)

Soustavy linearnich diferencialnich rovnic s konstantnimi
koeficienty

1. Najdéte fundamentédlni matici (pfidruzené homogenni) soustavy diferencidlnich rovnic a fe-
Seni soustavy pro dané pocatecni podminky:

a) w’1:2a:1— Ty, x(0)= 1, b) 35/1: 22) — 29, x1(0) =5,
xh =4x, — 319, x5(0) = —2; xh = =21 + 19, x5(0)=1;
c) 50/1:931_ Ty, x(0)=-1, d) 95,1:2501_35027 71(0) =2,
rh =1z, +319, x5(0)= 0; xh =31, —4xe, x5(0)=1;
e) l‘/l: 1+ g, 1131(0 :17 f) :E/l: - g, 1'1(0):1,
xh = =211 + 315, w5(0)=1; xh = 2w + 219, 35(0)=1;

)
)

g) o) =—x+zst+e, x,(0)=
(

, h) )= =z —zy+2e", z,(0) =
zh= m —wyt+e, w,y(0)= )

: rh=—x; Fao+ €, x5(0) =



Vysledky

1.

CDI
(V)
~
v
b
—
~
SN—
|
N
RN
™ D
~ ok
|
.-lkCD‘
o)
| ¥
(V)
~
N———
~
m
=~

4

+
_l’_
2t : 2t
e“ cost e“’sint e“ cost
= R .
2 (cost —sint) e* (cost + sin t)> x(?) (ezt (cost — sin t)) y TERS

t t(cost—2sint)> fER:

e’ cost e'sint
(sint — cost) —e'(cost+sint) " (cost + 3sint)

S
~
N—
I
N
[CREe)

1 e 2t et —1
L) a0=(GT)) cem

ol _ o2t
(2et+e2t ’ teR.
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Matematika 2, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 8. 6.2009)

Obrazy v Laplaceové transformaci

1. Spoctéte obraz funkce v Laplaceové transformaci:

a) 2t% — 3t +4; b) e +3e ; c) sinht;

d) cosh2t; e) 3sint — 2cost; f) 4cos2t + 3sin2t;
g) 3te t 4223, h) tsin2t; i) tcos3t;

j) t*sin3t; k) t%cos2t; 1) 3¢ sin2t;
m) 2e ‘cos3t; n) te*sin3t; 0) te 3 cos2t.

2. Spoctéte obraz funkce v Laplaceové transformaci:

_J1, te(0,2), )t t€(0,2),
) f(t)—{m Lo b) f<t>—{

_ Jsint, te(0,7), _J?, te(o,1),
¢) f(t) = {O, t € (m, +00); 4 1) = {1, te(l,+00);
1, te€(0,1), t, te€(0,1),
e) ft)=< -1, te(l,2), £) f)=¢2—t, te(1,2),
0, te(2,+00); 0, t e (2,4+00).

3. Spoctéte v Laplaceové transformaci obraz periodické funkce, ktera je na intervalu (0,7)
(T je jeji perioda) zadana predpisem:

) f(t):{l, te(0,m), b) f(t):{t, te<0,1;j

0, te(m?2m);

c) f(t)=cost, te(0,m).



Vysledky

1. a) [%—I%+%,p>0; b) ﬁ+zﬁ,p>2; c) JTﬁ,p>1; d) [ﬁ,p>2;
3—2 4p+6 4
e) =i, p>0; ) p§i4,P>0' g) ﬁ+ﬁ,p>3; h) otae, P> 0;
. 2_9 . 18(p 2p3—24
i) (;T)zyp>0; j) wap>0 k) W7l)>0§ 1) ﬁ,p>3;
2(p+) . 6(p—2) ) (p+3)%—4
m) Gz P> 7L 0 Goaprep P> 20 0) w73
2. a) %(l—eﬂp)' I% ( ) c) 2+1 (I+e7™); d) z%—e*p (1%+1%);
e) %(1—2e P4e?P);  f) %(1—2e P4 em?P).
1— —p)2 e —T
3. a) % 1+el_7"p’ b) #'(ki—%)o :;%'}JrZ—Z; c) pZerl i:—wi



Matematika 2, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 8. 6.2009)

Vzory v Laplaceové transformaci

1. Najdéte pfedmét (vzor v Laplaceové transformaci) k dané funkci:

a) 192—_’_1; b) ;; C) —_—

PP +3p2+2p p® +6p? + 9p (p—1)*(p+2)
1 1 1

d ; e) ———; f) ———;

) (p—2)3 ) (p+3)* ) PA(p? +1)

) 1 ‘ h) Ip+4 i p—-3

¥ P rdprs P+2p+10° P-2p+5

. 4p+5 p+3 2p3 —p? 4+ 1

D) S e 13 k) a0 D =55 —-
p* + 6p + 13 p* —4p + 20 p* — 3p

2. Najdéte pfedmét (vzor v Laplaceové transformaci) k dané funkei:

—_ e P. b —4p.
a) 5o ) e )




Vysledky

et gt b bo(ehets o bets(ohet @) jee
ERACIE f) t — sint; g) e ?tsint; h) e~ (3cos3t + 1sin3t);

3 €
el (4 cos 2t + % sin Qt) : j) e ¥ (4 cos 2t — % sin 215) : k) e (cos 4t + % sin 4t) :

neexistuje.

(t—1)-H(t—1); b) 82 .H(t—4); c¢) —cos3t-H(t— 7).



Matematika 2, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 8. 6.2009)

Reseni diferencialnich a integrodiferencialnich rovnic

1. Reste pomoci Laplaceovy transformace:
a) 2’ +2' —2x =0, z(0+) =0, 2'(0+)=3;
b) 2" — 22 +22 =0, z(0+) =1, 2/(0+)=1;
¢) ' +52 +6x=4e", z(0+) =0, 2/(0+)=0;
d) 2 + x =sin2t, 2(0+) =0, 2/(0+)=0;
e) 2" +x = cost, z(0+)=-1, 2/(0+)=1.

2. Reste pomoci Laplaceovy transformace:

a) o'= x4+ y, =z(0+)=1, b) o'=  — y, z(0+)=1,
v =—2c+3y, y(0+)=1; v =22+2y, y(0+)=1;

¢) ’=-z+y+e, z(0+)=0, d) 2'= z-y+2¢, 2(0+)=0,
Y= z—y+e, y04)=0; y=-z+y+ ¢, y0+)=3.

3. Reste pomoci Laplaceovy transformace:
a) :c'+6x+9/0tx(u)du:0, z(0+) = 1;
b) :c'+2x+5/0tx(u)du:0, z(0+) = —1;
c) :c’—4a:+5/0tx(u)du—2et, z(0+) = 1;
d) 2/ + /ot cosh(t — u) x(u) du = e ", z(0+) =0.

4. Reste pomoci Laplaceovy transformace:

21, te0,2),
a) o' —x = (0.2) z(0+) = —1;
0, t € (2,+00),
) 2t, te€(0,%
b) o' +x = o8t 0.5), z(0+) =1
0, t€<g,—|—oo),
4, t€(0,%),
c) 2 +4x = (0.3) 2(0+) =4, 2/(0+)=0;
8, t€<%,+oo),
8sint, te(0,m),
d) 2"+ 9z =14 (0,) 2(04) =0, 2/(0+)=0.
0, t € (m +00),



Vysledky

1. a) e —e 2 te(0,+00);

b) efcost, t € (0,+00);
c) 2et—de 4 2e73 t € (0,400);
d) 2sint— 1sin2t, ¢t € (0, +00);
e) (3t+1)sint—cost, t € (0,+00);
2. a) x(t) =e*cost, y(t) = e* (cost —sint), t € (0, 4+00);
b) w(t) = e’ (cost — 2sint), y(t) = e’ (cost + 3sint), t € (0, +00);
c) z(t)=¢et—1, y(t)=e -1, t € (0,+00);
d) z(t) =e' —e*, y(t) = 2e' + e, t € (0, +00).
3.a) z(t) = (1—-3t)e 3, t € (0,+00);
b) z(t) =e " (5sin2t —cos2t), t € (0,400);
c) x(t) =e' +5e*sint, t € (0,+00);
d) z(t)=—3t>+t, t € (0,+00);

t—1, te<0,2)7
a) z(t) = { =2 e (2,400);

cos2t +2sin2t, te(0,%),
b) x(t) = 2ot

/20 te (%, +o00);
) 2 3cos2t+1, t€<0,%)>
C =

2+ 3cos2t —sin2t, te (%, +00);
q) (1) = smt—fsm3t te(0,m),

0, t € (m +00);



Matematika 2, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 8. 6.2009)

Ciselné rady

1. Urcete soucet:

a) 1+24+3+-- +n; b) 1+3+5+-+ (2n—1);
2 4 8
1-929—-5—...—56: A 1+24+24+ 2 4.
¢) 5 56 : ) L4 s+ gt ot
11 1 1 3 9 27
- _Z 4 122 20
© 3 gtor gt Jl-g+3- %+

2. Vysetfete konvergenci a absolutni konvergenci fady:

o (D o (1) S
’ b ) =

a); vk );2k+3 C);?’k

=1 =k > (=k)7
d) Zk2_|_1’ e) Z@’ f) Z(Qk) )

k=1 k=1 k=1

. 4k ey Ry
8 D h) Do DIDBE:



Vysledky
1.a) sn(n+1); b) n?; ¢ —550; d) 3; e) I; ) nekonverguje.
d) absolutné; e) absolutné;

c) nekonverguje;
i) absolutné.

2. a) neabsolutné; b) neabsolutné;
h) nekonverguje;

f) absolutné; g) absolutné;



Matematika 2, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 8. 6.2009)

Mocninné rady

1. Vysetrete konvergenci a absolutni konvergenci mocninné fady:

— (3z — 1)k o (3 —2z)F
a)kzzo2k+3’ b);\/g’
> k z—2\* =1 T k
© ;{”M( 3 ) ; d) ;31{:<2+1> ;
> 1 \" = 3
e 2 — ; f z—1)F;
) kzom( ;) ) 2@y
o0k 00
B Y -2 b 3 1)t
k=1 k=1
00 00 z k
) 27 (@ +2)F; j) Z3k2<2—1> ;
k=0 k=0
=1 = (z—2)F
k) Z3k+2 (x_l)k; ) Z<1+3—)k



Vysledky

1.

KRNI

D
N~—

— e e
= = = 2 5 ®

polomér konvergence
polomér konvergence
polomér konvergence
polomér konvergence
polomér konvergence
polomér konvergence
polomér konvergence
polomér konvergence
polomér konvergence
polomér konvergence
polomér konvergence

polomér konvergence

r= absolutné na
r =

r = 3, absolutné na

r = 3, absolutné na

, absolutné na

(
(
(=
r = 2, absolutné na (—
3
r= (

r = %, absolutné na (

0,

)

4>\\1 OJ\[\?

2), neabsolutng v 0;
2

absolutné na (1,2), neabsolutné v 2;

1,5), neabsolutné v —1;
4,0), neabsolutné v —4;
9), neabsolutné v 9;
,3), neabsolutng v 2;
, %), neabsolutng nikde;

r =0, absolutné na {—1}, neabsolutné nikde;

r = 400, absolutné na R, neabsolutné nikde;

r = 2, absolutné na (0,4), neabsolutné nikde;

r = 3, absolutné na (—2,4), neabsolutné nikde;

r =1, absolutné na (1,3), neabsolutné nikde.



Matematika 2, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 8. 6.2009)

Taylorovy rady

1. Najdéte Taylorovu radu funkce f v bodé z; a urcete interval, na kterém k této funkci

konverguje:

a) flz)=(x+2)e3, z5=1; b) f(z) =2z +3)e®, zy=—1;
) f@) =T sn3e+22, ag—n; d) f(&)= (22— )sinrz, xozé;
e) f(z)=(z—1)cosmz+z, zy=1; f) f(z)=cos2z—1x, xo_g;

§) fla)= 2w =2 h) f@) = 25w =1

) f@) = g @1 D 1@ = g o= 2
k) f0) = ——, zp— -1



Vysledky

1.

k=1

o0 1Y 1)k-1
b) e+ Z e(2k 1];( D (z+ 1), z €R;
k=1 '

c) 27r+2(x—7r)+iw($—7r)2k7

o (2k —2)!
0 SEB ) aew
e) 1+:1( 1();];)1!77% (z— 1)+ eR;
0T S (5) o eem
g) Z+i —742:11% (z—2)F, ze(=2,6);
k=1
h) 1+ i( DY@+ 1)F, ze(—20);
k=1
i) 22,:;11 (x+1)F,  ze(-4,2);
i) i (k +21k)+(1_1)k (@+2)F,  ze(—4,0);
k=0
k) f: —(k 2251;{ +2) (z+1DF, ze(-3,1).



Matematika 2, piiklady na procviceni (Josef Tkadlec, 8. 6.2009)

Fourierovy rady

1. Naleznéte Fourierovu fadu funkce:

a) f(t)=t, te(0,m); b) f(t)—{
)t te(0,1),
c) f(t)= {1’ fe (L2)
2. Naleznéte kosinovou Fourierovu fadu funkce:
8) f()=t, te(01); b) £(t) = 2,

3. Naleznéte sinovou Fourierovu fadu funkce:

a) ft)y=1—t, te(0,1); b) f(t):{



Vysledky

1.
T o= —1
a) g—l—z?sm%:t,
k=1
[ 10 . (2k — )7t
b _ .
) 2+;(2k—1)wsm 2
3 o/ (-1)F -1 1.
c) 4+;((2k— 122 cos kmt — kﬂsm/mrt).
2.
1 —4
= 2k — 1)mt
a) 2+kzl(2k_1)2772 cos( )t ;
2~ 4(—1)F
b) 74_2 55— Coskt.
3 P k*m
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a) ngm 7t
k=1
>/ 4 . kr 2(=1)F\ . knt
b) Z(k27r251 2 ka )Sm2‘




