’ Diferencialni rovnice

(Obycejnd) diferencidlni rovnice Fadu n:

F(t,z,z',2",...,.2(™) =0

Reseni na intervalu I: funkce x: I — R takovd, ze pro kazdé

telje F(tz(t),2'(t),...,2™M(t)) = 0.
Mazximdlni Teseni: neexistuje feseni na vétsim intervalu.

Cauchyova uloha: navic pocatecni podminky

z(ty) = Lo,0- I/(to) = 20,15 I(nfl)(to) = Ton—1
Cauchyova tloha je jednoznacné resitelnd, jestlize kazda dve

feSeni splyvaji na nékterém okoli ¢.

Véta. Je-li f spojita funkce na I x J (I,J oteviené inter-
valy), t, € I, z, € J, pak Cauchyova tloha ©' = f(t,x),
z(ty) = o mé FeSeni na intervalu I' C I. Je-li navic g
lokalné omezena na I x J, pak je Cauchyova tloha jedno-

vy v

znacné resitelna.
Poznamky.

1) f(t,z) = g(t) h(x): stadi spojitost g, h, h'.
2) f(t,x) = g(t) = + h(t): stadi spojitost g, h.

Separovatelné diferencialni rovnice 1. fadu

Predpoklady: g spojitda na intervalu I, h spojita na inter-
valu J.

1) h(z1) =0 ...
2) h(z) #0

z(t) = xq, t € I je staciondrni FeSeni

a'(t) = g(t) h(x(1))

a'(t) .
/h(m(t)) dt = [g(t)dt

dz
[ s = Jatnar o)

xz(t)=...

Cauchyova tloha

Dopocitat ¢ nebo
z(t) du /t
— =/ gu)du
/:EO h(u) to
Obecny postup:

1) Maximalni intervaly spojitosti g (I).

2) Staciondrni FeSeni x(t) = x4, t € I pro h(zy) = 0.
3) Maximélni intervaly spojitosti a nenulovosti A (.J).
4) Pro (ty, () € I x J, existuje FeSeni uvniti I x J.

Linearni diferencialni rovnice 1. fadu

o' = a(t)z +b(t)]

Predpoklady: a,b spojité na intervalu I.
Cauchyova tloha ma pak pravé jedno feSeni na I.

PridruZend homogenni rovnice: ' = a(t) x.
Obecné teseni: z(t) = Z(t) + &(t), kde & je obecné FeSeni
pfidruzené homogenni rovnice a & je jedno (partikuldrni)

feSeni ptvodni rovnice.

Homogenni LDR 1. fadu

Resime separaci proménnych:
z(t) =ce®, tel,

A je primitivni funkce k a.

Nehomogenni LDR 1. fadu

o' =a(t)z +b(t)]

Metoda wvariace konstanty: hledame partikularni feSeni ve
tvaru obecného feseni pridruzené homogenni rovnice, ve kte-
rém konstantu nahradime funkci.

i(t) = e(t) eA®
Dosadime do rovnice a spocitame c(¢):

¢ (t)e*® 4 e(t) eAWaf(t

Cauchyova tloha pro LDR 1. fadu

' = a(t) x + b(t)
xz(ty) = g

1) Obecné feSeni pridruzené homogenni rovnice separaci
proménnych.

2) Partikularni feSeni metodou variace konstanty, obecné fe-
Seni dané LDR.

3) Urceni konstanty dosazenim pocéateéni podminky.



Linearni diferencialni rovnice

2™ +a, (D 4+ ()2 +ag() 7 = b()

Ptedpoklady: a,,_1, ..., aq, b spojité na intervalu I > %,.
Véta. Cauchyova iiloha ma pravé jedno feSeni na I.

Homogenni LDR (b(t) = 0 na I)

Véta. Mnozina feseni homogenni LDR fadu n tvori line-
arni prostor dimenze n. Jeji bazi nazyvame fundamentalni
systém.

Dikaz. D: x+ 2 +a, ;2""Y 4. 4a,2'+a, je linearni
zobrazeni, mnozina FeSeni je jeho jadro, tj. linedrni prostor.

z(ty) «'(tg) (=D (t) feseni C. tlohy
1 0 e 0 — xo(t)
0 1 0 - , (t)
0 0 e 1 — Z,_1(t)
n—1
Zo,0 Zo,1 To,n—1 Zi:O xO,ixi(t)
= linearni obal {z(t),...,z,,_1(t)} je cely prostor Feseni

Agzgt)+- 4+ A, o, (H)=0Z8A4,=0
" Agah(t) F o+ Ayl () =0T A =0

= funkce z4(t),...,x,_;(t) jsou linedrné nezavislé

Véta. Necht x,(t),z5(t),...,z,(t) jsou FeSeni jedné homo-
genni LDR Fadu n na intervalu I. Tyto funkce jsou linearné
nezavislé na I pravé tehdy, kdyz pro kazdé t € I je nasledu-
jici determinant (Wronského, Wronskian) nenulovy:

o) zo(t) 2, (1)
Tty ah(t) 2, (1)
I (I G ) 2 (1)

Dukaz. 1) Jsou-li funkce zavislé, pak néktera x; je linedrni
kombinaci ostatnich, z je stejnou kombinaci derivaci ostat-
nich, ... -ty sloupec determinantu je kombinaci ostatnich,
tj. determinant je nulovy pro kazdé t € I.

2) Je-li determinant nulovy v t,, pak homogenni soustava
rovnic s touto matici mé netrividlni FeSeni (Aq,...,4,,),
Ay z(t) + -+ A, x,(t) je feSeni s nulovymi po¢ateénimi
podminkami v ¢, tj. nulové, tj. dané funkce jsou zavislé.

Poznamka. Véta neplati, pokud funkce nejsou feSenim

jedné LDR.

Nehomogenni LDR

Véta. 1) Je-li x feSeni LDR a ¥ feSeni piidruzené homogenni
rovnice, pak x + T je feSeni dané LDR.

2) Jsou-li x4, x4 FeSeni LDR, pak x; — x4 je feSeni pfidruzené
homogenni rovnice.

3) Jsou-li x1, x4 FeSeni pro pravé strany by, by, pak x, + x4
Jje feseni pro pravou stranu b; + b, (princip superpozice).

LDR s konstantnimi koeficienty

a,z™ +a, 2"V 4. pa x4 agr = b(t)

Piedpoklady: a,, # 0, b je spojita na intervalu.

Homogenni LDR s konstantnimi koeficienty

Charakteristickda rovnice:
ap A"+ a, NP a A tay=0.

Véta. 1) Je-li A redlny kofen charakteristické rovnice né-
sobnosti k, pak funkce

At t e)\t’

)

e tkfl e)\t

ey

jsou feSenim pfislusné homogenni LDR.

2) Jsou-li a + B («, 8 € R) imagindrni kofeny charakteris-
tické rovnice nasobnosti k, pak funkce

tF=1 e cos Bt,

tF =1 e sin ft,

tecosBt, ...,

te*sinft, ...,

e cos ft,

e sin Gt,

jsou fesenim prislusné homogenni LDR.
3) Vsechna tato FeSeni tvori fundamentdlni systém FeSen.

Nehomogenni LDR s konstantnimi koeficienty

Hledédme partikularni feSeni.

1) Variace konstant:

T(t) = ¢ (t) 2y (t) + - + ¢, () 2, (1)
() = ey () 2y (1) + - 4 ¢, (t) 2, (F)
+ () () + -+ (t) @, (1)
=0
)4, (t) (1)
2y (t) + - A o (t) 2, (1)

=0

B () = ¢ ()2l (£) + -+ + ¢, (1) 2 (2)
UL R OREEE A G RO
2) Metoda odhadu pro kvazipolynomidlni pravou stranu:

Jsou-li P, @ polynomy stupné nejvyse m, (a+3j) k-ndsobny
kofen charakteristické rovnice,

f(t) = e (P(t) cos Bt + Q(t) sin t),
pak existuje partikularni feseni ve tvaru
@(t) = t* e (P(t) cos Bt + Q(t) sin 4t),

kde P,Q jsou polynomy stupné nejvyse m.



Soustavy LDR s konstantnimi koeficienty

T =ay; Ty + a9 Ty + -+ Ay, T, + by (1)

Th = gy Ty + Agp Ty + ++ + Qgy, T, + by ()

xfn:a’nlxl+a’n2m2+”'+a’nnxn+bn(t)

predpoklady: b,(t),...,b,(t) spojité na intervalu I

r n

pocdtecni podminky (t, € I):

z1(tg) = g1, T2(ty) = Zg2, )

homogenni soustava: b(t) = o

Poznamka. Obecnéji mohou byt diferencialni rovnice i vys-
gich fadu, ty se ale daji prepsat jako soustava linearnich
diferencialnich rovnic prvniho fadu. Napfiklad soustavu

Ty =27, + 1y +t, x,(0)=0,
Ty = Tyt Ty — T, 25(0) =0, 25(0) = -1,
lze substituci =}, = x4 pfevést na tvar
/
x] = 2m, + x4 +t, z,(0) =0,
x,2: L35 z5(0) =0,
Ty = =z +2y— T3, z3(0) = —1.

Poznamka. LDR fadu n s po¢ateénimi podminkami

2™ 4a, 2"V 4 a2 +agr = b(1)

_ / _ (n—1) _
x(ty) = Zoos L (to) = Lo,1 5 T (to) = Lo,n—1
miizeme po oznafeni x = xy, ¥’ = o, ..., (=D = x,
pfevést na soustavu s pocateénimi podminkami
!/
Ty = T
r_
Lo = T3
I
X, = —QpTy — ATy — AgTg— ... — G, _12,, + b(?)

7y (tg) = L0,0 5 Ty(ty) = Lo,15 o ze(ty) = Lon—1

Poznamka. Obricené miZzeme soustavu prevést na jednu
LDR. Tomuto postupu se tika eliminacni metoda.

Priklad.

Ty =2z, 4+ x93, z4(0)
xh = m + 2wy + 3t —4, x4(0)

5,
1.

Z prvni rovnice vyjadiime z, = 2} — 22, + 3 a dosadime do
druhé. Dostaneme rovnici ' — 4z} + 3z, = 3t + 2 s feSenim
2y(t) =t + 2+ c, et + cye®. Dopocitdme x,(t) = 2} (t) —
22,(t) +3 = —2t — ¢y e’ + ¢y e®. Dosazenim pocatecnich
podminek uréime koeficienty ¢, ¢y. Vysledek je

X(t):<x1(t)>:(t+2+et+2e3t>7 LER.

xo(t) —2t — el + 263

Véta. Soustava LDR ma pravé jedno feSeni pro kazdou
pocatecni podminku.

Véta. 1) Mnozina FeSeni homogenni soustavy n LDR
tvoii linedrni prostor dimenze n. Vektorové funkce x,(t),
Xy (t),...,x,(t) tvori fundamentdlni systém (bézi) FeSeni

soustavy pravé tehdy, kdyz determinant fundamentalni ma-
tice soustavy

wy1(t) 299 (t) T, (1)

T15(t) Too(t) na(t)
X(t) = , :

1) @ant) o (D)

je nenulovy pro kazdé t € 1.

2) Obecné feseni soustavy LDR Ize vyjadiit ve tvaru x(t) =
x(t) + x(t), kde x(t) je kterékoliv (partikuldrni) feSeni dané
soustavy a X(t) je obecné feseni pridruzené homogenni sou-
stavy.

3) Reseni soustavy LDR pro soucet pravych stran je souétem
feSeni pro jednotlivé pravé strany (princip superpozice).

Homogenni soustavy LDR s konstantnimi koeficienty

x(t) = ve je feseni x' = Ax pro (A— A)v =10

Definice. Charakteristickd rovnice soustavy LDR je rovnice
det(A — M) = 0. Reseni charakteristické rovnice soustavy se
nazyvaji vlastni ¢isla. Pro kazdé vlastni ¢islo A\ nazyvame
rovnici (A — M) v = o charakteristickou soustavou, jeji ne-
nulova feSeni nazyvame vlastni vektory.

Poznamka. Reseni ve tvaru ve jsou nezavisla pro riizna
vlastni ¢isla i pro nezavislé vlastni vektory. Hledame tedy
vlastni ¢isla a ke kazdému tolik linedrné nezavislych vlast-
nich vektort, jako je nasobnost prislusného vlastniho ¢isla.

Pi#iklad. Resme

Ty =21 + Ty, z1(0) =3,

xh= T+ 21y, x5(0) = 1.

Charakteristicka rovnice je A2 —4A+3 = 0, vlastni &isla jsou
A, = 1, A\, = 3, vlastni vektory jsou napiiklad (1,—1)T a
(1,1)T, fundamentalni matice soustavy a obecné feseni je

X(t):( ¢ ezz) x(t):X(t)c:( Clet+c2egt>.

—el e —cy el 4 cyedt
Dosazenim poéateénich podminek (X (¢,)-¢ = x,) dostaneme

et + 23
x(t)<_6t+2e3t , teR.



Pro dvojice komplexné sdruzenych imaginarnich vlastnich
¢isel bereme jedno z nich a uvazujeme realné a imaginarni
¢asti komplexnich funkei (el = et (cos Bt + jsin ft)).

Priklad. Resme

Charakteristicka rovnice je A2 — 2\ 4+ 10 = 0, vlastni ¢isla
jsou Ay o = 1+3j, staci uvazovat \; = 1+-3j, vlastni vektor je
napiiklad (1, —j)T. Piislu$né fegeni soustavy diferencialnich
rovnic uvazujeme v komplexnim oboru:

1 o3 ¢ _ et cos 3t + jet sin 3t
—j “\ —jetcos3t+ efsindt )
Fundamentalni matice feSeni obsahuje za jednotlivé sloupce

realnou a imaginarni ¢ast této vektorové funkce. Obecné fe-
Seni dostaneme jejich linedrnimi kombinacemi (¢, ¢, € R):

etcos3t elsindt
X(t) = ( elsin3t —etcos3t )’

e'(c; cos 3t + ¢4 sin 3t)
x(t) =X(t)- e = <et(clsin3t—czcos3t) ’ teR.

Pokud ma prostor feSeni charakteristické soustavy dimenzi
mensi nez nasobnost vlastniho ¢isla A\, uvazujeme kromé
funkce e* i funkce tet, t2 e, ...

(A — M)v =0 maé nenulové feseni v, ,

dostaneme funkci v; e,

(A— M) v =v; ma YeSeni v, ,

dostaneme funkci (v t + v,) e,

(A — M) v = v, ma FeSeni v, ,

dostaneme funkci (v, 3 2 F vyt + vs) et

(Polynom v zévorce integrujeme a pridavame dalsi dopocte-
nou vektorovou konstantu.)

Piiklad. Resme
Ty = 2x, + 2o,

/
Ty = —x1 + 42, .

Charakteristickd rovnice je A2 — 6\ + 9 = 0, vlastni ¢&isla
jsou Ay 5 = 3, vlastni vektor je napiiklad v; = (1,1)T. Dalsi
linedrné nezavislé vektory neexistuji, fesime tedy (A—M)v =
v,, kterd ma fesen{ napiiklad v, = (0,1)T. Fundamentalni
matice FeSeni a obecné feseni jsou (cq, ¢y € R):

e3t te3t
X(t) = < o3t (t—|—1)63t )7

_ e (et 4 ¢;) €
x(t) = X(1) c<(c2t+c1+c2)e3f , tER.

Nehomogenni soustava LDR s konstantnimi koeficienty

Metoda variace konstant: Je-li X(t) = X(t) - ¢ obecné TeSeni
pfidruzené homogenni soustavy, mizeme partikularni feseni
hledat ve tvaru X(t) = X(¢) - e(t), po dosazeni dostaneme
c'(t) = X~ L(t) b(t), tedy

x(t) = X(¢) / X~ (u) b(u) du.

pro pocéateéni podminku x(t,) = x, dostaneme
t
x(t) = X(1) / X1 () b(u) du -+ X(£) X~ (tg) xq -
to

Véta (odhad partikularniho feSeni). Pro soustavu
x' = Ax + p(t)e* cos Bt + q(t) e*' sin Bt

ve které p,q jsou vektorové polynomy stupné nejvyse m
(kazda slozka je polynom stupné nejvyse m) a ¢islo a + (3]
(¢islo pravé strany) je k-ndsobny kofen charakteristické rov-
nice pridruzené homogenni soustavy diferencidlnich rovnic,
existuje partikularni FeSeni ve tvaru

x(t) = p(t) e* cos Bt + q(t) e* sin Bt ,

kde p, q jsou vektorové polynomy stupné nejvyse m + k.

’ Laplaceova transformace ‘

Definice. Laplaceovym obrazem funkce f definované na
(0, 00) je funkce

F(p) = / ft)e ?tde,
0
pokud integral konverguje pro alespon jedno p € R.
Znadeni: £ : f(t) — F(p), Z{f}=F, f2F.

Priklady. e’ nemd Laplacetiv obraz

P p——

—a

p>a

L{l}=—, p>0

"=

Poznamky. 1) F' se obvykle uvazuje jako funkce komplexni
promeénné pro Rep > py.

2) Nékdy se uvazuji funkece f(t) definované na R, které jsou
nulové pro t < 0 —misto sin ¢ na (0, o) se piSe sin¢t-H(t), kde
H(t) je tzv. Heavisideova funkce (nékdy se bere H(0) = 1):

2
Ht) = {0, t <0,

1, t>0.



Definice. Funkce f(t) definovand na (0,00) je predmét
standardniho typu (f patii do tFidy £ ), jestlize:

1) f je po ¢astech spojité,

2) f je exponencidlniho Tddu (), tj. existuji ¢isla M, a € R:

[f()] < Me, te(0,00).

Véta. Necht [ je pfedmét standardniho typu exponencidl-
niho fadu «. Pak Laplacetiv obraz funkce f je definovan na
(o, 00) alim F(p)=0.

pP—0O0

Ditkaz. | [,° f(t)e P dt| < [7[f(t) e P!|dt <
< X MetePtdt = [ Me (Pt dt =

= [~ AL o= (r-a)t]

_ M
—mpr0p>a

p—a 0
Piiklady. )
L{sint} = 1 P >0
f{cost}—p I—?i-l’ p>0

Véta (o linearité).
a, a,b € R, pak

Jsou-li f,g € £, exponencidlniho fadu

Laf +bgt =aZ{f} +0Z{g}, (p>a).
Dukaz. Pfimy dusledek linearity integralu.

Véta (o derivaci obrazu).
fadu o, F = Z{f}, pak

Je-li f € £ exponenciadlniho

Lt ft)}=-F'(p), p>a.
Diikaz (ndznak). F'(p) = g fo Je Ptdt =
= f—p (f(t)e~Pt) fo ye Ptdt =
=— [ (tf(t) e P dt = —f{tf( )}
Priklad.
j{tn}—Tﬂ7 p>0

Véta (o integraci obrazu). Je-li f € £ exponencialniho

fadu o, F = Z{f} a existuje-li vlastni lim, @, pak

z{f(tt)} :/pOOF(q)dq, p>a.

Poznamka. f{ &) } JF(p
uréi z podminky hm F( ) =

), integracni konstanta se
0.

pP—0OQ

Véta (o substituci [posunu] v obrazu). Je-li f € £ expo-
nencialniho fddu o, F = Z{f}, a € R, pak

Ll ft)y=F(p—a), p>a+ta.
Diikaz. |e® f(t)| < e M e®t = M el@ta)t
f atf‘ eptdt f f aptdt (p_a)
Piiklad. Z{e" sint} = - a)2+17 p>a

Véta (o zméné méritka). Je-li f € £, exponencialniho
fadu a, F = Z{f}, a > 0, pak

2t =F (L), p>a-a.

Dikaz. |f(at)| < M e®(@) = M ele)?t
—pt at=w | _ 1 roo ~(p/a)u gy, —
I flat)e Pt dt = wdt — du s [y flu)e du
1
< F(3)
Priklady. w
Lsinwt} = —— | >0
{sinwt} P D
p
£ t} = ——, >0
{coswt} P P
’ Zpétna Laplaceova transformace‘
Véta. Jsou-li fi,fy € £, exponencidlniho fadu c,

L{fi} = ZL{f>} na (a,00), pak fi(t) = f5(t) na (0,00)
s vyjimkou nejvyse spocetné mnoha izolovanych bodii. Spe-
cialné f, = f,, pokud jsou obé funkce spojité zprava.

Véta. Racionalni funkce je Laplaceovym obrazem funkce
tiidy .2, pravé tehdy, kdyz je ryze lomena. Pak je obrazem
na intervalu (o, 0), kde o je nejvétsi redlns c¢ast kofenti
Jjmenovatele.

Dikaz. =: lim, . F'(p) =0

<: rozklad na soucet parcidlnich zlomk, linearita

a

1 1
k% eat _ , D‘Z_l{ } _ eat
e} =-2 pr—

T g_l{@—la)n}zzz—lfl

pro kvadratické ¢leny ve jmenovateli:

S p+C V)] @5+ (C-3)
{(P2+bp+c)”}_g {[(p+3)2+c—ib2]"}

=¥ {"% B {<p2 o } v 2T {<p2 o H

fn (t) 9n (t)

Dip{tn eat} —

fit) =coswt,  f,4(t) = ﬁtgn( )

9:1(t) = Ssinwt, g, 41 (t) = 502 [(2n = 1) g, (1) — 1 g,,(¢)]



Diferencialni a integralné diferencialni rovnice

Zobrazime Laplaceovou transformaci, vyfesime algebraickou
rovnici, provedeme zpétnou transformaci.

Véta (o obrazu derivace). Je-li f' € £ exponencialniho
fadu o, F = Z{f} a f(0+) = lim,_,, f(t), pak

2{f' )} =p-Fp) - f(0+), (p>max{a,0}).
D 7 0w 57 IO

=[] + 5 pf@e P dt = —f(0+) +p- F(p)
Dausledek.
Ly =" 2{f} -

=P THO) = = p fUTP(04) = FTV(04)

Poznamka. Pro LDR s konstantnimi koeficienty (a jejich
soustavy) s kvazipolynomidlni pravou stranu jsou feSenimi
kvazipolynomy, muzeme tedy pouzit Laplaceovu transfor-
maci.

Véta (o obrazu integralu).
fadu o, F = Z{f}, pak

Je-li f € £, exponencidlniho

X{fg f(u)du} = F;p), (p > max{a,0}).

Dikaz. g(t fo w)du, g(0+) =0
F(p) = 5{9 )} =pL{g(t)} — g(0+) = pL{g(t)}

Poznamka Rovnici D(z) + [, a(u)du = f(t) lze substi-

tuct y(t fo u) du prevést na rovnici D(y') +y = f(¢)

(dals1) pocatecm podminkou y(0) = 0. Je-li D linedrni
diferenciélni operator s konstantnimi koeficienty a f kvazi-
polynom, pak feSenim pro y je kvazipolynom, jehoz derivaci
je opét kvazipolynom vyhovujici ptivodni rovnici. Muzeme
tedy pouzit Laplaceovu transformaci.

Definice. Konvoluce funkci f,g € £, je funkce

¢
p = / F(t =) g(u) du € (0, +0).
0
Vlastnosti:
1) komutativita: fxg=gx* f
2) asociativita: (fxg)*h = f* (g h)
3) distributivita ke s¢itani: f* (g+h) = (f*g) + (f x h)

Véta (o obrazu konvoluce). Jsou-li f,g € £, exponenci-
dlniho Fadu o, F = Z{f}, G = ¥{g}, pak

Z{(f*x9)(t)} = F(p)-G(p), p>c.
Poznémky.
1) 27 {F( )-G(p )}—(f*g)()

2) (Hxf fo t)dt, tj. véta o obrazu integralu je
zvléstnlm prlpadem vety o obrazu konvoluce.

Véta (o translaci). Je-li f € £ exponencialniho fadu «,

a > 0, pak
Z{fOH({t —a)} =P ZL{f(t+a)}, p>a
Z{ft—a)H(t —a)} =P ZL{ft)}, p>a
Dikaz. Z{f(t —b)H(t —a)} =
= [ D) H(E—a)e P dt = [ f(t —b)erd =

= f u+a—b)e*p(’”“)du:e*“p.f{f(t—l—a—b)}

prvni vztah dostaneme pro b = 0, druhy pro b = a

—H(t - b)].

Poznamka. LDR s konstantnimi koeficienty a nespojitou
pravou stranou bychom mohli Fesit na jednotlivych inter-
valech a dopocitavat pocateéni podminky pro dalsi inter-
val. Dostaneme ,feseni“, které v bodech nespojitosti pravé
strany nemusi mit derivaci nejvyssiho radu.

Koneény impuls: f(t) - [H(t — a)

Véta (o obrazu periodické funkce). Je-li f € £, periodicka
funkce s periodou T, pak je exponencialniho fadu 0 a jeji
obraz je

Jo fB)e ™" dt

Fp)==F—=7 > »>0.
Ditkaz. [;° f(t)e P dt = 320, 75;* DT p(t)yertdr =
dztf _ Zu+ nT = 2n=0 fo )e Pt T) du =

=0 (e PT)m f flu)e P du =
:(fo (w)e P du) /(1 — e ?T)

’Posloupnosti v komplexnim oboru

0o
n=1

posloupnost: N — C, (a,,)
CU{o0} =C

okoli U(a,r) ={z€C: |z—a|] <r}proacC,

U(oo,r) ={2€C: |z| >}

lim, .. a, = a: pro kazdé okoli U bodu a existuje ny € N

tak, ze a,, € U pro n > n,.

Tvrzeni. Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni pro a € C:
1) lim a, = a.

n—oo 'n

2) lim,,_,. . Rea, =Reaq, lim, , . Ima, =Ima.
) hmnﬂoc |a’ a’| =0.
hm a, = oo v C pravé tehdy, kdyz hrn la,| =400 v R.

Priklad. lim,_, . (—1)"n = oo v C, neexistuje v R.

Ciselné fady
n
an = Zk:l ay

Definice. Nechf (a;)32, je posloupnost ¢isel. (Nekonecnd
¢iselnd) tada je vyraz
Zak

Cislo a;, se nazyvé k-t ¢len této rady.

a1+a2+"’+

ay +ay +az+

Poznamka. Obecnéji:
Yo, apmneN, neZ
. v o0
Y ke Gy M je mnozina: Y7 ap =, oy g



Definice. Pro kazdé n € N nazgvame s, = Y;_, a;, n-ty
ddstecny soucet Ffady > p-, a,. Pokud existuje lim,, 5, =

s, nazyvame ji souctem fady a piSeme s = >~ ay. Rek-
neme, ze fada: konverguje, je-li s € C; diverguje, je-li s €

{:I:oo, oo}; osciluje, pokud lim,,_, _ s,, neexistuje.
Priklady.
1) Yoro 1 diverguje: s, = n, lirnn_)oo s, = +oo.

2) Y ()l =1-141-1+-
n sudé, s, = 0 pro n liché.
DRSS
konverguje.

Y3 (1) k=1-2+4+3-4+5—-6+---
diverguje v C: sy,,_1 =N, Sy, = —7.

- osciluje: s,, =1 pro

= lim, (1 -27") = 1

n—o0

osciluje v R,

s WV ERT 1 n s
Poznamka. ,Lepsi“ s¢itani je lim,, . = >, s,, pro pii-
klad 2) d& soucet 1.

Definice. Aritmetickd Tada s diferencit d:
+(a+d)+(at2d)+ (a+3d) +---=> (a+(k—1)d).
k=1

Soucty
doa=artagt o ta, g ta,

[(al + a’n) + ((l2 + a’nfl) +oot+ (a’n
n(al +an) .

+ay)]

N[ D=

Priklad. >p_ k=1+2+---+n=3n(n+1).

Definice. Geometrickd rada s kvocientem q:

oo
k=1

a+aq+aq® +ag®+ -

Soucty
Sn:a(1+q+...+qn_l)
gs,=al  q+-+q""+4q")
(I-q)s, =a(l—q")
1_gm
_{1_qq, q#1
Sy =
na, q=1
o0
dagtt=—, g <1
k=1 q
>1
d=co v R

neex., q< —1,

00, lg/| > 1 nebog=1,
5o ladl=1,¢#1,

Véta. Komplexni fada Y ;. , a;, konverguje pravé tehdy,
kdyz konverguji fady » ;- Rea, a > po,Ima,. Pak

o0 o0 o0

Zak = ZReak +jZImak.

k=1 k=1 k=1

Véta. Jestlize Y po; ay, > pney by konverguji, ¢ € C, pak

o0 oo (o)

Z ak.—|—bk. :Zak+zbk’

k=1 k=1 k=1
oo

Zc a, = cZak.

k=1

Véta (nutnd podminka konvergence).
konverguje, pak lim;_,  a; = 0.

Jestlize Y oo | ay,

Dtkaz. lim,_, . a;, = lim,_ (s
lim,_, 5,1 =5—5=0.

—sp_q) = limy_, s —

Véta. Je-li aj, > 0 pro kazdé k € N, pak Y., a;, existuje.

Dikaz. s, = > p_; ap, (
existuje (= sup,,cy S,,)

$,)5%  je neklesajici, tj. lim,,_, . s,

Kriteria konvergence

Vé&ta (srovnavaci kriterium).
ke N.

1) Konverguje-li Y ;- | by, pak i > ;- | a;, konverguje.

Necht 0 < a;, < b, pro kazdé

2) Diverguje-li Y p- | a;,, pak iy po, by, diverguje.

Dikaz. s, = > p_; ap by

IS
Zk::l ap = hmn—»oo Sn < hmn—»oo n

=> b 0<s, <t,
Zkl

Priklady.

DY =1+ e <1+ gy =1+1=2
konverguje.

2)a>2, 37 & <307, & <2 konverguje.

3) harmonickd mda.

S hoiaiadeiedeleleleo
k=1
1 1 1 1 1 1 1
>l+3+ G+ +GE+rststs)+
=l4+3+3+1+ =+4c0.

4) a e (07 1>a Zzil k% Z ZI;“;I % diverguje.



Véta. Konverguje-li Y -, |a,|, pak konverguje > p- | a;.

Dikaz. 1) a;, € R: a™ = max{a, 0},
+

a” =max{—a,0}
a=at—a",lal=at+a",0<at,a” <|a

Y orey |ak| konverguje ..

S al, Soreay konvergujl (srovnava(n kriterium) ...
Dkt g = Zk:l(ak —a;) =32, ak > ne @), konv.
2) a;, € C: 0 < |Reay, [Imay| < |al

> rey lag| konverguje ...

Sore i Reay], Yoo, Mmay,| konverguji (srovnavaci kr.) ...
Yore i Reay, Y7, Ima,, konverguji podle 1) ...

Yopeqap =Y poq Reay +j> 7~ Ima, konverguje

Definice. Rekneme, Ze Yoy a; konverguje absolutné, po-

kud konverguje >, |ay|.

Poznamka.
pak > 7, ak

Pokud realnd tada konverguje neabsolutné,
Doy g, = +oo.

Véta (podilové kriterium). Necht a;, # 0 pro kazdé k € N.
1) Je-li |%| < ¢ < 1 pro kazdé k € N, pak > p- a
konverguje (absolutné).

2) Je-li | 42| > 1 pro kazdé k € N, pak > | a;, nekonver-
guje.

Dukaz.
1) Jag] < ap_qlgl < -+ <laylg"t, Yopy lag|¢" ! konv.
2) lay| > lag_1| > -+ > laq], af, /0

Poznamka. Staci, aby byly nerovnosti splnény pro dosta-
tecné velkd k, tj. poc¢inaje nékterym k.

Véta (limitn{ tvar podilového kriteria).

Ak+1

” | <1, pak ;2 ; a, konverguje (abso-

1) Je-li limy,_, |
lutné).

2) Je-li lim,_, | %+

21| > 1, pak }7)7 | a;, nekonverguje.

Piiklady.
1) Y02, # konverguje: | ’““| = Wl — 0.
2) Yoo, 2,6 diverguje: | "“| = @ — +o00.

w

— kr. nerozhodne: ’

Ak41 | _

)
DI kiﬂ / 1 (diverguje).
)

4) 372 | 75 — kr. nerozhodne: ‘a"“’ = (k+1)2 /"1 (konv.).

Véta (odmocninové kriterium). Je-li pro kazdé k € N:
1) ¥/la,| < q <1, pak Y ;2 | a;, konverguje (absolutné);
2) {/lay| > 1, pak Y- | a;, nekonverguje.

Ditkaz. 1) |a,| < ¢*, Y22, ¢" konverguje
2) lap| =21, a, 0

Véta (limitni tvar odmocninového kriteria).
1) Je-li limy,_, o ¥/|a,| <1, pak > ,-, a;, konverguje (abs.).
2) Je-li limy,_, . {/]a,| > 1, pak >"7~ | a;, nekonverguje.

Priklady.
o0 . k
1) > %oy lnk(++1) konverguje: m = %
) Zk 1 ’fm dlverguJe Y |ak| - \/EIO — 2> 1.

3) Yooy (kT-l) kriterium nerozhodne: {/|a,| =
k-1

limy_, o aj = limy,_, [(1 + %) ]

—0<1.

k
w1/ L
= e~ ! #£ 0 — diverguje.

Poznamky.

1) Staéi uvazovat limsup,_,., < 1, liminf, | > 1.

2) Odmocninové kriterium je u¢innéjsi (ne, pokud existuji
obé limity), ale nékdy se hiife pocita.

Pf'iklad. a,2k_1 = 27](;, a2k = 217}6
D S R L A
Yay, — 2712 < 1 - konverguje podle odmocninového kr.

aj}j—kl = 2 — podilové kriterium nerozhodne

Vé&ta (integralni kriterium). Necht f je nezdpornd neros-
touci funkce na (1,+00). Pak > ;- f(k) konverguje prévé
tehdy, kdyz konverguje f1+oo f(z)dz.

Ditkaz. f(k) >
Do f(R) >
Piiklady.

1) 3252, ¢ diverguje: f1+oo 14z = [Inz]> = +o0.

2) X k% konverguje pro a > 1‘ f+°° —ady = a%l

3) 202, riy diverguje: [~ dr = [Inlnz]{> = +oo.

M f@) de > f(k+ 1),
* fla)dz > 52 f(k) — f(1)

Priklad. Jaka je chyba Y .-, % = 172 pokud secteme

6
prvnich 100 ¢lent?

o0 _ _
> he101 Ak < fmgo e 2 de = [z g = ﬁ = 0,01

+oo _ )
Z/iilm ay = fwTo a7?dr = [~z 1]?030 = 10% = 0,0099

Véta (Leibnizovo kriterium).  Necht (a;)72, je neros-
touci posloupnost nezapornych ¢isel, lim,_,  a;, = 0. Pak
Sne (=% ta, =a; —ay +a; —a, + -+ konverguje.

Dukaz S > 83>\ 8,8, <85, < S8 <

s —s" = llInkHOO(SQ,Hl — Sop) = hrnkHOo Aoy, = lim ay,
k—o0

Poznadmka. Alternujici fada (stfidaji se znaménka) s
lai| \\ 0 konverguje.

Priklad. > - (—

verguje: st¥idaji se znamenka lag| =

Zkoi1|ak| Zk lk

1)k- 11—1—7+§—7—|— - (= In2) kon-
= \ 0. Ne absolutné:
= 400 (podle 1ntegraln1ho kriteria).



Absolutni konvergence

Definice. Prerovndnim fady > .., a;, nazgvame kazdou

fadu o, asry, kde f: N 22, N je prosté zobrazeni.

Véta. Jestlize fada konverguje absolutné, pak kazdé jeji
prerovnani konverguje absolutné a ma stejny soucet.

Dikaz.
1) a;, > 0: oznaéme m,, = max{f(1),..., f(n)}
D ohe1 Cpry < Doy ag, tedy opTy agpgy < D00 a
opacna nerovnost: prvni fada je pferovnanim druhé pro f_;
2) ak S R:

_ + - _ +
D het Ofky = > het Gry — > Cpay = Dhe1 @y —
POPMETIRED Dy

3) a;, € C: rozkladem na redlnou a imaginarni ¢ast

Tvrzeni. Jestlize redlna fada konverguje neabsolutné, pak
kazdé realné cislo je souctem nékterého jejiho pierovnani.

Ditkaz (ndznak). > ;o af =Y o a, =+oo, c€R
vybirame nezaporné ¢leny, dokud soucet nebude > ¢
vybirame zaporné ¢leny, dokud soucet nebude < ¢
(postup opakujeme)

Poznamka. Podobné lze dosdhnout i sou¢tu +oo.

Véta (s¢itani po ¢astech). Necht Y ;- | a; konverguje ab-
solutné. Pak > 7~ Gop_1, Y peq Ao, konverguji (absolutné)

a jejich soucet je roven souctu piivodni rady.

Dikaz. 21?;1 |a2k—1|a21?;1 lage| < EZO:HGIJ ... (abso-

lutni) konvergence

o0 o0 o0 v 7 v 7
Dokt Gop—1 t Dpsy o = Dop_q(age_y + ayy), Castetné
soucty tvori vybranou posloupnost z c¢astenych soucta

> peq ay, maji tedy stejnou limitu

Poznamka. Absolutné konvergentni fadu muzeme rozdé-
lit na koneéné mnoho rtzné preskladanych ¢asti, soucet se
piitom nezméni. (Radu miizeme pied rozdélenim na liché a
sudé ¢leny prerovnat, rozdéleni miZeme opakovat).

| Funkéni fady |

frt fot oo =302, [y na podmnozing (2, D(f,)

(bodovd) konvergence Y ,_, fi(z) = f(x):
Yot ful@) === f(2)
obor (absolutni) konvergence:

{z € Miey D(f): >opey f(x) konverguje (absolutné)}

Priklad.
2;0:1 % (z - 2)k =(z

podilové kriterium konvergence:

_ _k
E+1  (@—2)F| — k+1

—2)+i(@—-22+Li(@@-2>3+--

Ok+1 | __

i) = o =2 = o -2
k

|z — 2| < 1 konverguje absolutné
| — 2| > 1 nekonverguje
|z —2]=1:
z =3: Y ,~, + nekonverguje (harmonické rada)

k
r=1:) 7, (_,1) konverguje (Leibnizovo kriterium)

obor konvergence: (1,3)

obor absolutni konvergence: (1, 3)

Definice. Posloupnost funkci (f,,)2; konverguje stejno-
meérné k funkci f na mnoziné A, pokud

sup | f(z) = f,(z)] == 0.
z€A

Posloupnost funkei (f,,)52; konverguje lokdlné stejnomérné
k funkci f na mnoziné A, pokud pro kazdé z € A existuje
okoli U bodu x takové, Ze na mnoziné ANU je konvergence
stejnomérna.

Poznamky.

1) Stejnomérné konvergentni posloupnost konverguje bo-
dové.

2) Lokalné stejnomérné konvergence na uzavieném intervalu
je stejnomérna.

Piiklad. f, (x) = Hﬁ’ x € (0,4+00)
bodové konvergence:
1 n—oo 1) T = 0
x) = - = f(x
Jn(@) { /(14 nz) 22220, 2>0 } f@)

nekonverguje stejnomérné:

SUPze(0,+00) |f($) - fn(x)‘ =1 7L) 0
konverguje lokalné stejnomérné na (0, +00): pro a > 0 je

1 n— o0
_

1+ na

sup [f(x) = fo(2)] = fn(a) = 0

z€(a,+o0)

Poznamka. Pro fady uvazujeme konvergenci posloupnosti
¢astecnych soucti.



Véta (Weierstrassovo kriterium). Necht pro kazdé k € N
je |fp(z)| < a, na mnoziné A a ;- a, konverguje. Pak
> rey [i konverguje stejnomérné a absolutné na mnoziné A.

Dtikaz. absolutni (bodova) konvergence plyne z vlastnosti
Ciselnych fad; ozna¢me soucet f
|f($>_zzz1fk |=IZZ°n+1fk( )|7

n—oo

Priklad. Y ;7 27t = 2=, 2 € (—1,1) (geom. Fada);

pro |z| < g < 1je [zF~1 < ¢*=1, 3777, ¢F~! konverguje,
tedy fada konverguje stejnomérné na (—q, q) pro kazdé ¢ <
1, tedy lokélné stejnomérné na (—1,1);

nekonverguje stejnomérné:

oo k—1| _ z"
SUDge(—1,1)| Dpnt1 @ | = SUPLe(11) 155 = +00

Véta. Necht funkce f, (n € N) jsou spojité a konverguji
stejnomérné k funkci f na intervalu I. Pak plati:

1) f je spojita.

2) f; 1, (x) doe 2= f; f(z)dz proa,b e I.

3) Jsou-li navic f], spojité a konverguji-li stejnomérné, pak

fr(e) === f'(z) na I.

Dukaz. 1) a e I, e > 0:
[f(x) = fla)| < 5 alf,(a)
n ze stejnomérné konvergence,

|fn(z) = fn(a)] < § pro x blizko a ze spojitosti funkce f, ;
pak |f(z)— f(a )ISIf( )= fu @)+ fn (@) = fr(@) [+ fr(a) —
flal<s+5+5=¢

) |2 f(x)de — [P fo(2)dz| <

|b—a|-supme (i) | (@) = fu(@)] =0

) T, f () = (S lim,_ o fi(t)dt) 2
2 (hmn_mf L(t) ) = (lim, o (fn(z) — fn(a)))l =
(f(@) = f(@)" = f'(x)

— f(a)| < § pro dostatecné velké

IN

N

Piiklady. 1) f,(x) =

konverguji k nespojité funkci

na (0, +00), tedy nekonvleigfl‘]l stejnomérné.
2)
an’x z € (0,1/2n),
fo(x) = dn —4an?x, x € (1/2n,1/n),
0, z € (1/n,+00),

konverguji k nulové funkei f(z) na intervalu (0, +00), ale ne
stejnomérné: fol fo(x)de =121 4 fol f(z)d=

Mocninné rady

Definice. Mocninnd rada je fada ve tvaru
[ee]

> ap (v — x9)* = ag+ay (x —xo) + ay (z —29)% + -+,
k=0
kde a;, € R (k € NU{0}) jsou jeji koeficienty a z, € R je
jejl stred.

Véta. Pro kazdou mocninnou fadu se stfedem x, existuje
¢islo r € (0,400) U {+00} nazyvané polomér konvergence
této rady, pro které plati:

1) Mocninng fada konverguje absolutné a lokédlné stejno-
mérné na mnoziné {x: |x — x| < r}.

2) Mocninng fada nekonverguje na {z: |x — xy| > r}.

Dikaz. Necht mocninnd fada konverguje v bodé z; # z:

> reo @ (71 — )F konverguje ...

k k—oo
ay (1 = 29)" —— 0.
existuje M € R tak, ze |a,~c (z1 — x0)*| < M;
pro ¢ <1, [z — x| < gl — xo] je

—wy |k

lax (2 = 20)*| = lag (21 — @) *| - [ =22 [" < M - ¢
podle Weierstrassova kriteria fada konverguje absolutné a
stejnomérné na mnoziné {z: |z — x4| < qlz; — 24|}, tedy

lok4lné stejnomérné na mnoziné {z: |z — zy| < |z; — 2|}

Poznamka. Na hranici oboru konvergence {z: |[x—zy| = r}
mohou nastat jen tyto pripady:

1) nikde nekonverguje,

2) v nékterych bodech konverguje (ne absolutnég), v nékte-
rych ne,

3) viude konverguje absolutné (jakmile abs. v jednom bods).

Véta. Jestlize pro mocninnou fadu Y o a;, (x — z4)"* exis-

tuje lim;,_, . ¥/|a;| = A nebo hmkém|’”‘“| = A, pak jeji
polomér konvergence je % (vCetné L =0, 0+ = 400).

Dtikaz (pro prvni pfipad).

V0ag (@ — 20)F = {/Jag] - |o — zo| 222 Az — s

podle odmocninového kriteria konvergence fad mocninna
fada konverguje pro Alz — zo| < 1 (tedy |z — 2| < %)
a nekonverguje pro A [z — 24| > 1 (tedy |z — 4| > &)

Priklady.

1) Y02 7 @¥ mé polomér konvergence +oo.

2) Yoo, k% x* mé polomér konvergence 1, na hranici kon-
verguje absolutné.

3) Ypey + #® méa polomér konvergence 1, v bodé 1 nekon-
verguje, v bodé —1 konverguje (neabsolutng).

4) 30, 2* ma polomér konvergence 1, na hranici nekon-
verguje.

5) > peo k!2* ma polomér konvergence 0 (ve svém stfedu

fada vzdy konverguje).

Poznamka. Polomér konvergence je 1/limsup,_, ., +/|ag|-



Véta. Necht Y ;- a; (z — zy)F = f(2) pro |z — x| < 1y,
D heo by, (& —20)* = g(a) pro |z — x| < ry. Pak

(f+9)(z) = Z(ak +by) (x — )",
k=0
o0 k
(f-9)(z)= ch (x— fo)ka Cr = Zaibkﬂ' )
k=0 i=0

pro |z — zy| < min{ry, 7y}

Tvrzeni. Rady > 1 a, (v —zo)* a > pe kay (z — x4)* 1

maji stejny polomér konvergence.

Dtkaz. limsup,_, . ¢/|(k +1)ay | = lim,_, VE+1-
limsupy, oo {/[ay11] = limsup,,_ . {/|ay|

Véta. Soucet mocninné fady je spojita funkce, fadu lze
derivovat a integrovat clen po ¢lenu.

Piiklad. > ;- (—1)F 2k = =, 2 € (—1,1) (geom. fada).

el
k
Integrovanim dostaneme In(1 + z) = Y77, (I:—i)l ahtl =
k—1
>y (_1,1 2* 2z € (—1,1) (integracni konstantu dosta-

neme dosazenim stfedu fady).

Poznamka. Protoze v pfedchézejicim pfikladu v hrani¢nim
bodé 1 je funkce In(1 + z) spojitd a fada v ném konverguje,
plati uvedend rovnost i pro tento bod. Je tedy In2 = 1 —
1, 1_1

2 ts—qat

Taylorovy rady

Definice. Necht funkce f ma v bodé x, derivace vésech
radd. Taylorova Tada funkce f v bodé z je fada

> £(k) (4
Zf k(' 0) (x—xo)k.
k=0

Poznamka. Mocninna fada je Taylorovou fadou svého
souctu ve svém stiedu. Taylorova fada funkce ale muze mit
za soucet jinou funkci. Konvergence Taylorovy fady funkce
f v bodé z, k funkci f v bodé€ x je zarucena, pokud zbytky
Taylorova polynomu konverguji k 0, tedy pokud

FM(e) n—oo

sup o (x —xy)"| —— 0.
c mezi x, g .
Priklady.
0k 2 3
e _ N _ ror o,
e —Z—!—l+x+2!+3!+ , r €R,
k=0
- CDF o z? !
cosxfz@k)!x 7lf§+z BN reR,
k=0
700 (=1)* 2k+1 _ a®  af
81nx—z(2k+1)‘z = §+§ , xR

Piiklad. Taylorova fada funkce xe?* v bodé 1:

ze? = [(x —1) + 1]V — [(z — 1) + 1]e2 2= =

= [(z — 1) + 1]e? H(x—l)k:
k=0
2. e22k 2. e22k
:ZT( 1)k+1+27($*1)k:
k=0 k=0
O 2ok—1 i k
e“2 & e“2 &
I LD IE
& 22k—1 )
=24y 8 k('+)( -1)F  zeR
k=1

Véta. Taylorova fada racionalni funkce konverguje k této
funkci, polomér konvergence je vzdalenost stiedu fady od
nejblizsiho kofene jmenovatele v komplexnim oboru.

Diikaz. Rozklad na soucet polynomu a parcialnich zlomki
(v komplexnim oboru), sta¢i vySetfit Taylorovu fady funkci
f(z) = =1 v bodé zy # a. VyuZijeme vétu o souctu geo-
metrické rady:

—1)k k! ) —1)k
F0) = (:E — z)z)’“rl ’ U= k(!%) - (:1:0(— a))k+1
Zooa (x_x)k:oo 1 (z—x())k: 1
= k 0 kZ:ogCO_a a—x, T —a

pro |5=28| < 1, tedy [z — 24| < |a — zq|.

Priklad. Taylorova fada v bodé 1:

x—2 3 3 U R S
z+1  z+1 T (z-1)+2 T 2 1+
00 k
31 3 z—1
- = () -
2 1-2=1 2\ -2
I = 3 k
=—= -1 -1 <2
2+;(_2)k ((E )7 ‘.’E |<

1 1Y > 1 '

k=0
— k . — k+1
N et N L
;} (—2)F+ (@ —1) kgo (—2)k+2 (—1)
|z —1] < 2.

Priklad. Taylorova fada funkce arctgz v bodé 0:

(arctg )’ = ks = ey = Sito(—1)F a7

. . —1)*
integraci dostaneme arctgz = Y o ) S a1 (

integracni
konstantu ur¢ime dosazenim stiedu fady);

koteny polynomu 2 + 1 jsou =4j, tedy |z| < 1

Poznamka. Integrovanim se mize obor konvergence zvétsit

(o hraniéni body), ve vySe uvedeném piikladu dostaneme

rozvoj do Taylorovy fady na intervalu (—1,1). Dosazenim
s

_ 1,1 _ 1 _ _
z =1dostaneme 1 — 3 + ¢ — = +--- =arctgl = 7.



Fourierovy rady

skalarni soucin funkci f, g s periodou T' > 0:

T
9) = J, f(t)g(t)dt
Tvrzeni. Necht T = 2w /w > 0, k,m € N. Pak

(sin kwt, cosmwt) =0,

(f (kwt), f(mwt)) {T/2 k:m:

Dikaz.

fOT sin kwt - cos mwt dt =

f € {sin, cos}.

IT sin(k+m)wt+sin(k—m)wt dt
0 2

fOT sin kwt - sin mwt dt = fOT COS(k_m)““tgcos(k+m)wt dt

T cos(k— m)wt+cos(k+m)wt dt
0

fOT cos kwt - cosmwt dt =

Poznamka. Je-li {eq,...,
R™, pak pro soufadnice vektoru x = z,e; + -

e} ortogonélni béze v prostoru
-+ zx,e,

plati z, = e"k : Podobné pro periodické funkce s peri-
odou T' = 27r/w > 0 mame ortogonalni mnozinu funkei

{cos kwt,sinkwt : k € N} U {1}. Neni to baze, ale mizeme
vyjadfovat periodické funkce jako nekoneénou linearni kom-
binaci téchto funkci s podobné spoc¢tenymi koeficienty.

Definice. Fourierova tada je fada ve tvaru

a - .
?0 + ;(ak cos kwt + by, sin kwt) ,

ag, @y, b, w € R (k€ N), w > 0.

Véta. Jestlize Fada 92 + > (ay, cos kwt + by, sin kwt) kon-
verguje stejnomérné k funkci f, T = 27 /w, pak

T
ak,:%/o f(¢) cos kwt dt ke NU{0},

o (T
:T/ f(t)sin kwt dt, keN.
0

Poznamky.

1) Ve vySe uvedené vété miZeme integrovat na intervalu

(a a+ T) pro kaidé a € R, specidlné na (—1/2,T/2).
L=z fo t)dt je stfedni hodnota funkce f.

Definice. Fourierova fada funkce f s periodouT = 27 /w je
Fourierova fada s koeficienty spo¢tenymi podle pfedchézejici
véty. Piseme f(t) ~ % + 377 | (ay, cos kwt + by, sin kwt).

Véta. Necht funkce f je periodickd s periodouT, f a f' jsou
po ¢astech spojité. Pak Fourierova rada funkce f konverguje
v bodé t k hodnoté § (f(t—)+ f(t+)). Je-li navic f spojita,
pak k ni jeji Fourierova fada konverguje stejnomérné.

Poznamka. V bodech nespojitosti f dochéazi k tzv. Gibb-
sovu jevu — koneéné soucty Fourierovy rady ,prekmitnou®,
délky rozkmitu se limitné blizi hodnoté G - |f(z+) — f(z—)|,

kde G = Oﬂ S’;‘t dt = 1,18 je tzv. Gibbsova konstanta.

Poznamka. Fourierova fada sudé funkce je sudé funkce,
skladé se pouze z kosinovych ¢leni, rikdme ji kosinovd Fou-
rierova Tada. Fourierova fada liché funkce je licha funkce,
sklada se pouze ze sinovych ¢lent, fikame ji sinovd Fourie-
rova Tada.

Priklad. Funkce f s periodou 7' = 27 je definovéna

£t) = {1, te(0,m),

-1, te(m2m).

Funkce f je licha, dostaneme tedy sinovou fadu s b, =
= (1= (=1)*), pro k sudé tedy 0, pro k liché 7=: f(t) ~
Lsint+ 5= sin3t+ 2 sinbt+--- =Y 7, ﬁ sin(2k—1)t.

Priklad. Ur¢ime kosinovou fadu funkce f(t) = 1 —¢,

€ (0,1). Funkci nejprve dodefinujeme tak, abychom do-
stali sudou funkei: f(t) =t —1 pro ¢t € (—1,0) a uvazujeme
periodické prodlouzeni s periodou 2. Pak a; = 1 a inte-
graci per-partes spo¢teme a;, = 25 (1 — (— 1)’“) pro k € N.
Dostévéme f(t) ~ & + Zcosmt + 5oz cos3mt + -+ = & +
oo Er= cos(2k — 1)7rt Dosazenlm t = 0 dostaneme

1 (2k—1)2x2
2
1:§+%(1+3—2+5—2+--~),tedy1—2+3—2+5—2+--~=%.
Véta. Necht f je periodickd funkce s periodou T > 0,

f, [ jsou po édstech spojité, f(t) ~
b, sin kwt). Pak plati:

1) Je-li funkce f spojitd, pak f'(t) ~
by, sin kwt)'.

2) Je-li F prjmjtivm’ funkce k f a ay = 0, pak F(t) ~ %0 +
Sor (2 coskwt + £ sin kwt).

a0+ 3 1 (ay cos kwt +

> e (ay, cos kwt +

Amplitudoveé-fazovy tvar Fourierovy fady:

a > _
30 + Z Ay, sin(kwt + ¢y,) ,
k=1

AkZO

Prevody:

aj, = Agsingy,
b, = A cos gy,

Ak:\/az+b%,

a b

: k k
Pp - 51n¢k:7’cos¢k:7proA>O.
Vai + b3 a; + by
Komplexni tvar Fourierovy fady:
o0
Z ¢ ejkwt )
k=—o00
Ptevody:
_ %
CO - 2 9
T
Ck:%ﬂ7 akzcik—‘,-Ck:QReCk, k‘EN,
jb
C_k:w, b, =c_, —c¢,=—-2Ime¢,, keN.
Pfimy vypocet
I .
— 7/ f(tyektdt,  keZ.
T Jo



