Prostory R™

Euklidovsky prostor R = R x R X - -+ x R: n-rozmérné
aritmetické vektory x = (x4, ...,x,,) s operacemi

x+y=(x;+y,...,z, +y,)  soucet
ax = (axy,...,av,) skaldrni nasobek

X-y=xy + - +2,Y, skalarni soucin
e, = (1,0,...,0), ..., e,
dardni) ortonormdlni bazi R™.
nulovy vektor: o = (0,0, ...,0).

norma (euklidovska): ||x|| = v/x - x = /2% + -+ + 2.

Zakladni vlastnosti normy:
(1) |lx|| > 0 pro x # o (|lo] =0)
(2) lla- x| = [al - [|x]
(3) |Ix+yll < x| + |lyll (trojuhelnikové nerovnost)
(4) x -y = [lx[| - [ly[l - cos 5(x, y)

= (0,0,...,1) tvoii (stan-

Poznamka. n-rozmérnd koule se stfedem a a polomérem r
(interval pro n = 1, kruh pro n = 2, koule pro n = 3):
+ (x, —a,)* <r?.

Ix—al <r, (z;—a)*+-
Definice. Diametr (primér) neprazdné mnoziny M C R™:
diam(M) = sup{||x —y||: z,y € M} (diam(d)=0).

Mnozina M C R" je omezend, ma-li konecny diametr.

Poznamka. MnoZina je omezend pravé tehdy, kdyZz jsou
omezené vzdalenosti jejich bodid od pocatku, tj. omezené
jsou mnoziny vSech soufadnic.

Definice. Pro ¢ > 0 definujeme:
g-okoli bodu x € R™:

Ulx,e) ={y e R": [ly —x|| <&},
prstencové €-okoli bodu x € R™:
P(x,e) = Ulx,e) \ {x} = {y € R": 0< [ly —x]| < &}

Definice. Necht x € R", M C R". Rekneme, Ze x je:

1) vnitini bod M, pokud existuje okoli U(x,e) C M;

2) vnéjsi bod M, pokud existuje okoli U(x,¢e) disjunktni
s M (tj. U(x,e) CR™\ M);

3) hraniéné bod M, pokud kazdé okoli bodu x mé ne-
prazdny prunik s M is (R"\ M);

4) hromadny bod M, pokud kazdé prstencové okoli bodu
x ma neprazdny prunik s M;

5) izolovany bod M, pokud x € M a existuje prstencové
okoli bodu x disjunktni s M.

Poznamky.
1) Kazdy bod R je pravé jednoho typu z 1)-3).
2) Kazdy bod M je pravé jednoho typu z 4)-5).
3) Izolovany bod je hraniéni.

Definice. Necht M C R™.
Vnitrek M je mnozina vSech vnitinich boda M.
Hranice M je mnozina vSech hrani¢nich bodd& M.
Uzdvér M je sjednoceni mnoziny M s jeji hranici.

Poznamka. Uzavér mnoziny je disjunktni sjednocenti jejiho
vnittku a hranice.

Definice. Mnozina M C R™ se nazyva:
otevrend, je-li rovna svému vnitiku;
uzavrend, je-li rovna svému uzavéru.

Poznamky.

1) Mnozina nemusi byt ani oteviend, ani uzaviena.

2) Oteviené a zaroven uzaviené (tzv. obojetné) mnoziny
v R™ jsou pouze () a R™.

3) Mnozina je oteviena (uzaviend) pravé tehdy, kdyz jeji
doplnék je uzaviend (oteviend) mnozZina.

4) Prinik (sjednoceni) koneéné mnoha a sjednoceni (pra-
nik) libovolné mnoha otevienych (uzavienych) mnozZin je
oteviend (uzaviend) mnozina.

Definice. Oteviena mnozina v R™ je souvisla, kdyz kazdé
dva jeji body 1ze spojit lomenou ¢arou lezici v této mnoziné.

Definice. Oteviena souvisld mnozina se nazyva oblast.

’ Funkce vice proménnych ‘

Definice. (Redind) funkce n (redlngch) proménngch je
zobrazeni f: D(f) — R, kde § # D(f) C R" se nazjva
definiéni obor f. R(f) = f(D(f)) se nazyva obor hodnot f.

Poznamky.

1) Neni-li zadédn D(f), bereme maximalni mozny.

2) V prostorech ,,malé“ dimenze misto x = (z4,...,x,,)
pigeme (z,v), (z,y,2), ...

3) Vypoustime ,zdvojené* zavorky: misto f((xq,...,z,))
piseme f(zq,...,x,).

Definice. Graf funkce f je {(x, f(x)) € R""': x € D(f)}.

Definice. Vektorovd funkce je zobrazeni z R™ do R*, vek-
torové pole je zobrazeni z R™ do R”.

f: D(f) — R*, D(f) CR"

f(zq,...,z,) = (fl(acl,...,a:n),...,fk(xl,...,xn))
f=0n i)
vySetfujeme ,,po slozkach®, tj. fi,..., fx

Definice. Necht M C D(f). Funkce f ma v bodé a limitu
b vzhledem k M, pokud a je hromadny bod M a pro kazdé
okoli U bodu b existuje prstencové okoli P bodu a tak, ze
f(PNM) CU. Piseme

lim £x) =b.
xeM

Poznamka. M = D(f) vypoustime, nékdy misto x € M
piSeme (ne)rovnosti, které M urcuji.

Piiklad. n =1, M = (a,00): limita zprava
lim () = D f() = T f(2).
a:E(a,«‘,»oo) r>a

Definice. Funkce f je spojitd v bodé a € D(f), pokud a
je izolovany bod D(f) nebo lim,_., f(x) = f(a). Funkce je
spojita, je-li spojita v kazdém bodé svého defini¢niho oboru.



Poznamka.  Jednoznaénost limity, limita a spojitost
souctu, rozdilu, soucinu, podilu, slozené funkce. Spojita
funkce na omezené uzaviené mnoziné nabyva maxima a
minima, obor hodnot spojité funkce na souvislé mnoziné
je souvisld mnoZina (interval nebo jednobodovd). Spojité
funkce n proménnych je spojitd v m > n proménnych.

Priklad. f(z) = z?, 9(y) =y, h(t) = e! jsou spojité, takze
h(f(z)+g(y)) = eV je spojita.

Poznamka. Pro f spojitou na R™: {x € R": f(x) > 0}
je oteviena, {x € R": f(x) > 0} je uzaviena, {x € R":
f(x) =0} je uzaviend (hranice predchazejicich).

Véta. Necht a je hromadny bod D(f); lim,_,, f(x) =
pravé tehdy, kdyz limxe—;& f(x) = b pro kazdou M C D(f
takovou, ze a je jeji hromadny bod.

b
)

Priklady.

. 2y 2242
1) lims ) (0,0) s = 7o, Him, ) (0.0) 2t neex.,
y=kx
. 1‘2 . 12
2) limz ) (0.0) 7r52z = 0, lim(a ) (0.0) Fr7z =

y=kzx y=x2

N[

lim =Y heex
(z,9)—(0,0) zF1y2 :

3) lim,_,, lim =lim, ,,1=1,

_z?
y—0 22442

2
. 21 .
hm Solim,_q - eyl hmy_,0 0=0

4) hm(m,y)—>(o,0) z2+y2 = 0 vyuzitim polarnich soufadnic

’Derivace funkci vice proménnych‘

Parciilni derivace

Definice. Parcidlni derivace funkce f(x) podle x, v a:

0
@) = @) el = Far, i)

Gradient funkce f v bodé a:
grad f(a) = (51 (a)..... 5L (a)) .

Priklad. f(z,y) = e* + 2%y, a = (1,2)

%( ,y):ez+2xy, %(152):(34-47
g]yc( y)=x2, %(172):17
grad f(z,y) = (e” + 2zy,2°%), grad f(1,2) = (e +4,1)

Definice. Jacobiho matice vekt. funkce f = (fy,..., fi):

grad f (a) (@) - Fl(a)
Je(a) = : = : :
grad f,,(a) Le(a) - §l(a)

Poznamka. (grad f): a € R" — grad f(a) € R™ je vekto-
rova funkce

(grad f)(@) = ($L(a)..... gh(@) = (F4..... 75)(a)
grad f = (%,...,%) = (8%1,...,%)]‘
grad = (%,..., ain) =V (nabla)

Derivace ve sméru

Definice. Derivace funkce f ve sméru h € R" v bodé a:

@)t S 1)~ f(@)

t—0 t

f( 13)(1 2)*hmt—>o( (1 b ) 174t+3t2):7e,1

Poznamky.
1) Parc1aln1 derivace je smérova: 21 fe.-

6.Ll =
2) fen(@) = c- fy(a), fola) =
3) Nékdy se uvazuji jen jednotkové vektory h: ||h|| = 1.

Véta. Pro derivace ve sméru h plati véta o derivaci souctu,
rozdilu, soucinu a podilu jako v R.

Dikaz. Pfepisem do jedné proménné: ¢(t) = f(a + th),

frla) = lim,_,o 2052 = ,/(0).

Véta. Necht a je vnitini bod D(f), parcidlni derivace f
existuji v nékterém okoli a a jsou v a spojité (tj. grad f je
spojity v a). Pak

fn(@) = grad f(a) -h

Priklad. f(z,y) = e* + 2%y, grad f(1,2) =
f15(1,2) = (e+4,1)-(-1,3) = —e— 1

(e+4,1);

Priklad. Piedpoklad spojitosti gradientu nelze vypustit
(smérové derivace pak dokonce nemusi existovat).

f(.lf y) w2+ 7 Pro (.13 y) 7é (070)a f(070) = 07

grad f(0,0) = (0,0) (f(z,0) = f(0,y) = 0),

f(171)(070) = lim,_,, M =lim, ,, % neexistuje,
grad f(z,y) = ((m2+y )2 f(ﬁ?ﬂ)ﬁ) pro (z,y) # (0,0) neni
spojity v (0,0)

(Totalni) diferencial

Prepis definice derivace funkce jedné proménné:

o fat ) = f(@) = fa)h

h—0 h

kde f/(a) h je linedrni funkce proménné h.

Definice. Necht a je vnitini bod D(f). (Totdin%) diferen-
cidl f v a je linedrni zobrazeni df(a): R™ — R, pro které

Lo fl@th) — f(@) —df@h) _
e ] '

Véta. Funkce je spojita v bodé, ve kterém m4 diferencial.

Priiklad. Existence smérovych derivaci nezarucuje spoji-
tost: f(x,y) =1 na {(z,y) € R?: y =22, z # 0}, jinak 0;
£4(0,0) = 0 pro kazdé h, f neni spojitd v (0,0), nema v
(0,0) diferencial.



Poznamky.

1) Ve vnitfnim bodé defini¢niho oboru plati: parciilni
derivace jsou spojité = existuje diferencidl = existuji smé-
rové derivace = existuji parcidlni derivace. Zadnou impli-
kaci nelze obratit.

2) Ve vété o vypoctu smérové derivace pomoci gradientu
stacl existence diferencialu.

3) Matici diferencidlu je gradient (prvni soudin je mati-
covy, druhy skalarni vektort):

df(a)(h) = grad f(a) - h" = grad f(a) -h = f4(a).

Diferencial prifadi vektoru derivaci v jeho sméru.
4) Pro vektorovou funkci f pouzijeme normu i v Citateli,
matice diferencialu je Jacobiho matice f:

df(a)(h)T = Js(a) -hT.

Véty o derivacich

Véta (Lagrange). Necht I C D(f) je tsecka s krajnimi
body a a b, f je spojitd na I a mé v kazdém bodé I'\ {a, b}
derivaci ve sméru b — a. Pak existuje ¢ € I\ {a,b} tak, Ze

f(b) = f(a) = fp_a(c).
) =(t), t € (0,1):

—a
) — ¢(0) = [Lagrange n = 1: existuje
1-0) = fy_o(a+u(b—a)).

Dtkaz. Oznac¢me f (a—|—t
f(b) — fla) = (1
€(0,1)] = ¢"(u) (

Poznamka. Pokud v ¢ existuje diferenciédl (napiiklad gra-
dient je spojity), pak f(b) — f(a) = grad f(c) - (b — a).

Véta. Funkce s nulovym gradientem v oblasti je v této
oblasti konstantni.

Dtkaz. Pro kazdou tsecku v oblasti s krajnimi body a, b
existuje na ni ¢ tak, ze f(b) — f(a) = grad f(c) - (b—a) =
=o0-(b—a) = 0. Kazdé dva body oblasti lze spojit lomenou
¢arou v ni lezici.

Ptiklad.
f(z,y) = arctg x + arctgy

g(x,y) = arctg {”";yy, Ty #£1
grad f(z,y) = (5 +1’1/+1)
f(0,0) =0=g(0,0),

f(@,y) = g(z,y) prozy <1

= grad g(z,y)

Smér nejvétsiho spadu

pro ||h|| =1, f diferencovatelnou, grad f(a) # 0 je f;(a) =
= grad f(a) - h = ||grad f(a)]| - cos J(grad f(a),h), maxi-

mum a minimum se nabyva pro <I(grad f(a),h) € {0,7},
. _ grad f(a) _

tJ hmax — Jerad f(a)[’ hmin - hmax

k hlading grafu f=1(f(a)).

. Gradient je kolmy

Linearni aproximace

fx)~ f(a) +grad f(a) - (x — a)

Piiklad. Odhadnéte 2,012 (8,234...).

flz,y) = 2%, a = (2,3) grad f(z,y) = (y2¥',2¥Inz),
grad f(2,3) = (12,81n2), 2,013°2 ~ f(2,3) + (12,81n2) -
+(0,01;0,02) = 8+ 0,12+ 0,161n2 = 8,231.

Tecéna nadrovina a normala grafu

te¢nd nadrovina (linearni aproximace) v
y = f(a) +grad f(a) - (x — a)

(a, f(a)):

(grad f(a), —1) - (x,y) = (grad f(a), —1) - (a, f(a))
(grad f(a),—1) je normalovy vektor
Alternativné: graf f(x) je nulova hladina F(x,y) = f(x)—y,

norméla je grad F' = (grad f, —1)

= /222 + 2y2 bodem
). grad £(1,1) = (1,1),

Piiklad. Te¢né rovina grafu f(x,y)
(1,1,2):

d ) — ( 2x , 2y
grau f(l‘ y) Vet 22 \J2a2 1257
normélovy vektor (1,1, —1),
tend rovinaz+y—2=1+1-2=0.

Derivace vyssich radu

Parcialni derivace vyssich rfada:

054 o of P
Oz (0 = 8x Ox; Bz, ) = Ox; Ox; ()
82f
pro z; = x;: = a—x%(x)
. of

1k 21

smisend: alespon 2 proménné rizné

Definice. Funkce f je tiidy C* na oteviené mnoziné G
(f € C*(@)), pokud vSechny parcialni derivace f ¥adu k
jsou na G spojité.

Poznamky.
1) C% = C' ... spojité funkce (ne nutné na oteviené mn.).
2)C'>C'o>C?*> - DN, Ck=C
3) C': maji diferencial, smérové derivace pres gradient.

Véta. Je-li f tiidy C' v okoli a, % existuje v okoli a
J i
a je spojita v a, pak

o*f

o0*f
Ox,; 0x; (a) =

Ox; O, (@)

Dusledek. Parcialni derivace funkce tiidy C* do fadu k
nezavisi na poradi derivovani.

Piiklad. f(z,y) =e™ € C®(R?)
Ly) = e, g; (,y) = 2wy e’

3 2 12}
b () = 2y e’ + 2wy e’ = 2L (2,y)




Priklad. Pofadi derivovani nelze vZdy zaménit.

2y—ay® 0,0
flz,y) =< =*+v* 7 (,y) # (0,0)
0’ (J"ay) = (070)
24 2203 —y®
010y = [ @) £ 00
) 0, (z,y) = (0,0)
’L'5— 1:3 2—£ 4
01 () = | s (@) # (0.0
Y 0’ (x7y):(050)
*f o of of .
°f . ) o)
24(0.0) = lim 2 (%(2.0) — £(0,0) = 1

Poznamka. Diferencialy fadu k pro f € C*:
af(a)(h) = grad f(a) - h = (h-grad)f(a)
@’f(a)(h) = (h- grad)*f (@) = (hy g% + -+ h, 52) f (@)

= Z h;h; W fla) = 9z O (a) h;h;

i,j=1 =1 "t

d"f(a)(h) = (h- grad)"f(a)

i1,eeip=1

ak

11 (23
.0z,

Poznamka. Tayloruv polynom:

" ((x - a) - grad) " f(a)
I

k=0

Derivace slozené funkce
n=1RLHRLR, (goh)(a) =g'(h(a)) - h'(a)

Véta. Necht H ¢ R™, G C RF jsou oteviené mnoziny,
h: H — G ma diferencidl v bodé a € G, g: G — R ma
diferencidl v bodé b = h(a). Pak funkce f = g o h md
v bodé a diferencial a plati

df(a) =dg(b)odh(a), tj.
grad f(a) = grad g(b) - J,(a).

Rozpis pro i-ty sloupec dé tzv. fetézové pravidlo (oznacme
h(x)=y,h=(hqy,...,h)):

of it (a)
o (@) = (FLb).... 5L b)) - |
o0 (a)
_ 09 Ol 29 Ol

Nékdy vypoustime argumenty, nerozliSujeme h; od y;:

o5 _ 99 o
Oz, Oy, Oz

3

.+ 99 Oy
Oy Oz;

Poznamky.
) Pron=k=1: f'(a) =4'(b) - W (a).
2) Pro f =goh: Ji(a) = Jy(b) - Jy(a).

Piiklad. Urcete parcidlni derivace f(z,y) = g(e®¥,e™*Y),
kde g € C1: (e®,e=%) = (u,v),

of 09 Ou, 09 v _0g o, 09 _ay
or  Ou 8$+8v oz ou ¢ +6v(ye ),
of 09 Ou 09 Ov_0g o 09 _uy
oy  Ou 8y+8v Oy  Ou ve +5v(ze )

Priklad. Pro f(z,y,2) =z g(%,2), kde g € Ch je
o

f of of _

Transformace diferencialnich vyrazu

x=h(y), gy) = [(h(0): %, 2L, 5y, 22
Jp, spojita, det J, (jakobidn h) nenulovy

gradg = grad f - J,
grad g - J,:l = grad f

Poznamka. J,_, = J, ' (zob. derivace inverzni funkce).

Pf‘iklad.x%—y%zZu%fvg—g pro r = uv, y = v:

gr Oz vou

_ Ou Ov _ vel s 2

J_<8y0y>—<01) spojitad na R*,
ou Ov

det J =v nenulovy pro v # 0.

%, g—i spocteme vyfeSenim soustavy
99 _0F ;91 of _1 9
ou Ox y N ox v Ou
dg _of of af 0Og ulﬁg

u+=-1

v Ox Jy dy v v Ou

nebo pres inverzni Jacobiho matici

ou Ou "
Be g\ _ a1t _ (1t
Ju gu v\ 0 v 0 1

of 0g Ou dg Ov dg 1 Oy

9r  Ou Or  Ov dx Ou v v
of 0g Ou dg Ov 09 —u  JOg

ay_auaig/ 80.873/:%.1; o

’Lokélni extrémy funkci vice proménnych

Definice. Funkce f ma v a:
lokdlnt minimum: f(x) > f(a) na nékterém prst. okoli;
lokdlni mazimum: f(x) < f(a) na nékterém prst. okoli;
lokdlni extrém: lokalni minimum nebo lokalni maximum;
ostry lokdlni extrém: ostra nerovnost.

Poznamka. Funkce f ma v a (ostré) lokdlni minimum
pravé tehdy, kdyZ funkce —f méa v a (ostré) lokdlni maxi-
mum.

Véta. Ma-li f v a lokdlni extrém, h € R", pak f;(a) je
nulova nebo neexistuje.



Dutkaz. Oznafme ¢(t) = f(a+ th); f mé v a lokilni ex-
trém ... ¢ ma v 0 lokdlni extrém ... ¢'(0) je nulova nebo
neexistuje ... fi(a@) = ¢'(0) je nulovd nebo neexistuje.

Definice. Bod a je staciondrni bod funkce f, pokud
vSechny parcialni derivace f jsou v a nulové.

Poznamka. Funkce t¥idy C' m4 lokalni extrémy ve staci-
onarnich bodech.

Piiklady.

1) f(z,y) = 2* +y* € CY(R?): grad f(z,y) = (22,2y);
stacionarni body: (0, 0); ostré lokalni minimum f(0,0) = 0.

2) flz,y) = 2 +y* € CY(R?): grad f(z,y) = (32%,2y);
staciondrni body: (0,0); nemd lokalni extrémy (napf. na
primce y = 0).

3) f(z,y) = 2%y® € CY(R?): grad f(z,y) = (22y?, 22%y);
stacionarni body: z = 0 nebo y = 0; (neostré) lokalni mini-
mum 0 ve stacionarnich bodech.

4) f(z,y) = 2y € C1(R?): grad f(z,y) = (y,x); stacio-
narni body: (0,0); nemé lokln{ extrémy: na pfimce y = x

je f(x,y) = 22, na ptimce y = —x je f(z,y) = —a2.

d*f(a)(h) = h - ( f (a)) -h"  (Hessova matice)
N Ox,; 0z ;

n = 1: znaménko d%f(a)(h) = f”(a) h? uréuje lok. extrém.

Definice. Rekneme, Ze d?f(a) (i jeho matice) je
pozitivné definitni, je-li d®f(a)(h) > 0 pro kazdy h # 0;
negativné definitni, je-li d%f(a)(h) < 0 pro kazdy h # 0;
indefinitni, pokud nabyva kladnych i zdpornych hodnot.

Poznamka. Nemusi mit Zddnou z téchto vlastnosti. Je
semidefinitni, pokud pFipustime nulové hodnoty.

Véta. Necht f je tiidy C? na okoli stacionarniho bodu a.
1) Je-li d%f(a) pozitivné (negativné) definitni, pak f ma
v a ostré lokdlni minimum (maximum).
2) Je-li d°f (a) indefinitni, pak f nem4 v a lokaln{ extrém.

Poznamka. Véta neurdi, pokud lokédlni extrém neni ostry.
Priklady.

1) f(z,y) = 22 +y? € C?(R?): Hessova matice: < )

d?f(0,0)(h) = 2h3 + 2h3 je pozitivné definitni, f(0,0) = 0
je ostré lokalni minimum.

2) f(z,y) = 2® + y* € C?(R?): Hessova m.: <6x 0

0 2
3) f(z,y) = 2%y* € C*(R?): Hessova m.: ( 2y® 4363/)

v (0,0): < 00 >, d?f(0,0)(h) = 2h3, véta neurci (nenf).

4xy 222
v (0,1): ( (2) 0 ) d?f(0,1)(h) = 2h3, véta neurdi (Je)

4) f(z,y) = vy € C?(R?): Hessova matice: 1

d?f(0,0)(h) = 2hyh, je indefinitni (napf. (1,1) 1,
(1,—1) = —1), v (0,0) neni lokalni extrém.

Definitnost 2. diferencidlu odpovida definitnosti jeho Hes-
sovy matice. Ozna¢me D, determinant z prvnich k fadk
a sloupct ¢étvercové matice (tzv. hlavni subdeterminant).

Véta (Sylvesterovo kriterium).

1) Matice je pozitivné definitni pravé kdyz vSechny jeji
hlavni subdeterminanty jsou kladné.

2) Matice je negativné definitni pravé tehdy, kdyz jeji
hlavni subdeterminanty stridaji znaménka pocinaje zapor-
nym: (—1)*D, > 0.

3) Je-li determinat matice nenulovy a nenastala-li ani
jedna z predeslych moznosti, pak matice je indefinitni.

Poznamka. Linedrni transformaci proménnych (nemeéni
se lokalni extrémy) lze dostat diagondlni Hessovu matici,
kterd ma na diagonale pouze ¢isla +1 (pozitivné/negativné
definitni ve sméru pfislusné proménné) a 0. Podle vyskytu
prvka na diagonéle dostaneme 4 (vyluc¢ujici se) moznosti:
0) je tam 0 (D,, = 0) — kriterium nerozhodne; 1) samé 1
(D), = 1) — pozitivné def.; 2) samé —1 (D, = (—1)*) -
negativné def.; 3) neni 0, jsou 1 i —1 — indefinitni.

Pr¥iklad. Najdéte lokalni extrémy f(z,y) = 2y3+322—6zy.
f € C%(R?), lokalni extrémy jsou ve stacionarnich bodech;

grad f(x,y) = (6x — 6y, 6y? — 62); stacionarni body: (0,0),
. —6
(1,1); Hessova matice: 6 12y

d?f(0,0)(hy, hy) = 6h3 — 12h hy = 6(hy — hy)? — 6h3 je
indefinitni;

d?f(1,1)(hy, hy) = 6h2 —12h hy +12h2 = 6(h, — hy)? + 6h3
je pozitivné definitni.

Alternativné pomoci Sylvesterova kriteria:

_ D= 6>0,
(0,0): 6 —6 ) ! indefinitni
—6 0 Dy =—36<0,
6 —6 Dl = 6 > 07 oy v
(1,1): ( 6 12 >7 Dy =360, pozitivné def.
Funkce f m4 ostré lokdln{ minimum f(1,1) = —1.

Pt¥iklad. Uréete lokaln{ extrémy f(x,y,2) = 2y —2z—y* —
— %z2+3xz—x3.
f € C3(R3); grad f(z,y,2) = (32—322,2—2y, —2— 2 +32);

stacionarni body (1,1,1), (2,1,4); Hessova matice:

-6z 0 3
0 -2 0
3 0 -1

ve stacionarnich bodech

6 0 3 D, =-6<0,
(1,1,1): 0 -2 0 |, Dy=12>0, indef
3 0 —1 Dy;= 6>0,
~12 0 3 D, =-12<0,
(2,1,4): 0 -2 0 |, Dy= 24>0, neg. def

3 0 -1 Dy= —6<0,

ostré lokdlni maximum f(2,1,4) =1



’ Véazané extrémy ‘

fx), G CR", A: g;(x) =0, ... (vazby)

I. SniZeni poétu proménnych

Vyjadfeni nékterych proménnych jako funkce jinych (Ye-
Seni vazeb) nebo (obecnéji) vyjadieni nékterych promén-
nych jako funkce novych (parametrizace).

Priklad. Urdete vazané extrémy f(x,y) = y — 22 na A:
2z —y=0.

y = 2x; g(x) = f(x,22) = 2z —22, g(1) = 1 ostré lok. max.,
f(1,2) =1 ostré lokalni maximum vzhledem k A.

Priklad. Urcete vizané extrémy f(x,y) =z +y+ 1 na A:
22+ 2x + 9% =0.

A: (x +1)% + y? = 1, kruznice: stfed (—
A: x = -1+ cost, y =sint, t € (0, 27);
g(t) = f(—1+4cost,sint) = cost+sint, ¢’'(t) = — sint+cost,
g(% ) = V2 ostré lok. max., g(3 m) = —/2 ostré lok. min.,
f(=1+ \/5/2, \/5/2) = /2 ostré lok. max. vzhledem k A,
f(=1-+/2/2,—+/2/2) = —/2 ostré lok. min. vzhledem k A.

1,0), polomér 1;

II. Lagrangeova metoda multiplikatoru

Ptedpoklady: G C R™ oteviena, f € C1(G),

A gi(x)=0,...,9,x)=0,p<n, gp,...,9, € cl@),
grad g, (x), ..., grad g,(x) jsou linedrné nezavislé na A:
grad g, (x)
hod : =p
gradgp(x)

(grad ¢g;(x) je normalovy vektor nadplochy dané rovnici
g;(x) = 0 v x, tj. tyto nadplochy se protinaji v atvaru di-
menze n — p).

Princip: f ,neroste” po A, tj. grad f je kolmy k A, tj. grad f
je linedrni kombinaci normal nadploch, tj. pro ,stacionarni“
bod a plati

grad f(a) = A\, grad g, (@) +--- + A, grad g, (a) .
Postup: F(x) = f(x) = A, g,(x) — -+ = A, g, (x)
%(x)zo 9:1(x) =0
Fon () =0 gp(x) =0
7+ P TOVRIC PIO Ty, ..., Ty, Ay, ... A, dé staciondrni body,

vysetfujeme d2F.

Poznamka. Definitnost d?F stadl vySetiovat na teéném
prostoru, tj. pro vektory h spliujici

h-gradg,(a) =0, [ gradg(a) hy 0

h-gradg,(a) =0, grad g, (a) h,, 0

(rovnice jsou podle podminky linedrné nezévislé).

Ptiklad. Najdéte vazané extrémy f(z,y) = 222 + 2y? na
Azt +y* =1, 2,y > 0.
glz,y) = xz* 4+ y* — 1, matice gradientt vazeb:
hod(gradg(a:,y)) = hod(423,4y3) = 1 pro (z,y) # (0,0),
tj. na A,
F(x,y) = 222 +2y? — Ma* + y* — 1) € C1(R?)

g—f codr—4at =0

GE 4y -4t =0

syt —1=0

feSeni A =2,z =y =1/v/2,

Hessova matice F' € C?(R?):

4— 12)\22 0
0 4 — 122

v nalezeném bodé pro spoctené A

-8 0 D1:—8<0,
0 -8)° Dy = 64 >0,

véazané lokdlni maximum f(l/f/i, 1/{1@) = 2V/2.

negativné definitni

Priklad. f(z,y,2) =zyz, Aix+y—1=0,y+2=0.

gradgl(x,y,z) _ 1 1 0 _
hd(grade(x,y,z) = hod 011 =2 naAd

F(z,y,2) =zyz — Mz +y—1) — u(y + 2) € CH(R3)

%—i: yz—A=0 r+y—1=0

%—5: rz—A—pu=0 y+z=0

%—f: zy—pu=20
(xlaylazl):(la()?())v Ay =py=0

(T3, Y, 2) = (%’ %’ _%)7 Ay = _%7 Mo = %
Hessova matice F' € C?(R3):

0
z
Y

8 O
o8 w

d?F(z,y, 2)(h) = 2zh hy + 2yh hs + 22hoh,
1) d%F(1,0,0)(h) = 2hyhs je indefinitni

110
011)”:0 — h2:_h1, h3:h1

d2F(17 07 0)(h17 7h13 hl) =
£(1,0,0) = 0 je vazané ostré lokalni maximum

2) d2F(% 3 —3)(h) = —ghihy + §hyhg + Shohy
d?F(3, 2, —2)(hy, —hy, hy) = 2h3 je pozitivné definitni v h,

—2—7 je vazané ostré lokalni minimum

—2h? je negativné definitni v A,



Maximum a minimum funkce

Véta. Spojita funkce na omezené uzaviené mnoziné nabyva
svého maxima i minima.

Postup:
1) Lokalni extrémy uvnitf.
2) Vazané extrémy na hranici (nékdy opét takto).

Ptiklad. Najdéte maximum a minimum f(x,y) = 2% +
+ 9% + 2wy — 22 na A: trojthelnik s vrcholy (0,0), (0,2),

(4,0).
A uzaviena, f € C(A) ... existuj,
f € C1(R?) ... ve staciondrnich nebo hrani¢nich bodech.

1) Stacionarni body uvnit¥ A:

%: 20 +2y—2=0

of . 2x 4 2y

By =0 nema reseni

2) (Vézané) stacionarni body uvnitf stran:

a)y =0,z € (0,4): fi(z) = f(z,0) = 2® — 22, fi(z) =
=2z — 2, stac. bod 1 € (0,4), f(1,0) = —1.

b) T = 07 Yy € (072) f2(y) = f(ovy) = y27 fé(y) = 2y7
stac. bod 0 §Z (0,2).

¢)y=2-37 € (0,4): f3(2) = f(z,2-32) =
f4(x) = 5z, stac. bod 0 ¢ (0,4).

3) Hodnoty ve vrcholech: f(0,0) = 0, f(0,2) = 4,
f(4,0) =8.

min, f = f(l,O) =

ix2+4,

—1, max, f = f(4,0) = 8.

’ Vicenasobné integraly ‘

A ={ay,by) X -+ x {a,,b,) n-rozmérny interval (interval,
obdélnik, kvédr, ...),
A(A) = (by —ay)--- (b
jem, ...),

D, = {<xi,07xi,1>a ) <xi,ki—1>$i,ki>} délent (a;, b;),
D={x---x1I,: I, € Dy,...,I,€D,} déleni A,

— a,,) jeho mira (délka, obsah, ob-

n

f: A—R,
S(f,D) = > gepinf f(R) - M(R) dolni integralni soucet,
S(f, D) =3 pepsup f(R) - A(R) horni integrdlni soucet

Definice. Pokud sup{S(f, D)} = inf{S(f, D)}, nazyvédme
tuto hodnotu integralem f na A.

Znaceni: [, f, [, f(x) dx. Pro mala n piSeme n symboli [,
rozepisujeme d1ferenc1al

dvojny integral

/ f(z,y) dzdy
A

// f(z,y,2) dedydz  trojng integrdl
A

Véta. Je-li f spojita na n-rozmérném intervalu A, pak
J4 f existuje.

Véta (Fubini). Je-li f spojitdna A =
a{iy,...,i,} ={1,...,n}, pak

/f ) dx = /( /al (x)dxi"n-)da:il.

in

<a15 b1> <an7bn>

Piiklad. A = (0,3) x (0,2), [[,y dzdy:

2 3

3 2 31 y2 3
//ydydx:/[] dx:/2dx:{2x} =6
0o Jo o L2] 0 0

2 r3 2 3 2 3y22
//ydwdy=/ [yw] dy=/3ydx=[} =6
0 0 0 0 0 2 0

Poznamka

S S f ()

Pro obecnéjsi mnoziny:

A= Uloil A;, A; n-rozmérné int., prazdné priniky vnitrkd,
. k

fA f=>ia fAi f=lm, > fAi [ pro f >0,

f=fr—f- (f4 =max(f,0) = 0, f_ =max(—f,0) = 0),

Jaf=[4fs— [4f_, pokud je vyraz vpravo definovan.

Poznamka. Ne vzdy lze pokryt hranici (vnitiek vzdy), ta
obvykle nehraje roli (napf. pro grafy spojitych funkei).

dydx—ff ) dx - f g(y) dy, ...

Véta. Integral je linearni, monotonni, aditivni na definic-
nim oboru, absolutné konvergentni, | [, f| < [, |f].

Poznamka. [, 1 je mira A (délka, obsah, objem, ...)

Poznamka. Fubiniho vétu mtZeme pouZit pro obecnéjsi
mnoziny. Nap¥iklad v R?:

A={(z,y) €R?*: z € (a,0), y € (91(2), 2(2)) }:

J[ o aray= [ b ( L ¢(())f<xy) dy) da

A={(z,y) eR*: y € (c.d), € (V1(1),¥:(v)) }:

d h2(y)
; drdy = y d d
[ st an= [ ([ i)

Piiklad. Pro A = (0, 400) X

+oo +oo
// e " Vdrdy = / / e”
A 0 0
400 2 4o 2
:(/ e " dx) :([—e_w} ) =1.
0 0
Priklad. Obsah A = {(z,y): 0 <y <min(z+1,1—x/2)}:
1 p2-2y 1. o9y
// dxdy:// dxdyz/{x} dy
A 0 Jy—1 0 z=y—1

1 1
:/ (3—3y)dy:[3y—%y2}0:%~

0

(0,+00) je

T.e7V dy do

Substituce
n=1:
»(8) z = ¢(t) B ,
[ s ae=| 2250 4| = [ st e a

Véta (o substituci). Necht G C R" je oteviend, ®: R" —
R™ je prostd a tiidy C' na G. Pak

<I>(G)f ) dx = /

)) | det Ju ()] .

Jakoblan



Definice. Poldrni souradnice (v R?), vhodné pro stiedové
symetrické utvary (kruhy, mezikruzi, vysece, ...), lze posu-
nout do (xg, yy):

®: z=pcosp, o€ (0,+00),
y=osinp, @€ (0,2r).

gu oe cosp —psinp

det Jg(0,0) = gg 9o | = | = ‘
) y Oy

= Fe sing pcosp

= gc082@+gsin2<p: 0.

Priklad. A= {(z,y) e R?: 1 < (z—1)2+y?> <4, x > 1}

x=pcosp+1
//ydxdyz y = osiny
A |det J| = o
/2
// osing - o dpdp
1 J—m/2

2
2 /2

:/ 02 dg~/ sin @ dep
1 —m/2

_ [ 2 /2

3 7

- |cos =5-0=0.
e :| 1 |: S0:| pi/2 3

Poznamka. [[,y dzdy je moment plochy A vzhledem k

ose x, v predeslém ptikladu vysel nulovy, protoze plocha je

symetricka vzhledem k ose x (druhd soufadnice t&zisté je

nulovd).

Wl

Definice. Cylindrické souradnice (v R?), vhodné pro osové
symetrické ttvary (valce, kuzely, ...):

®: z=pcosp, o€ (0,400),
y=osing, ¢€(0,2m),

z2=2z, zeR.
9z Oz Oz .
do dp Bz cosp —psingp 0
_ | %y 9y By | _| g _
det Jg = 20 By 0. | = |Sing ocosp 0|=op.
9z 9z 02 0 01
dp O 0z

Definice. Sférické souiadnice (v R?), vhodné pro stiedove
symetrické ttvary (koule, ...):

®: z=pgsinycosp, o€ (0,+00),
y = osinysing, ¢ €(0,27m),

z=pcos, P € (0,7).
9z Oz Oz
do Op OV
e} e} 2]
det J@(Q»@aﬂ’) = ag % ﬁ
9z 09z 0z
do Op 0OY

cospsiny —psinpsiny pcosycosy
=| sinpsiny pcospsiny psingcosy | = p?sin.
cos 0 —osiny

’ K#ivkové integraly

Definice. Mnozina C € R"™ se nazyva oblouk, pokud exis-
tuje prosté ¢: (a,b) =% C ti¥idy C' s nenulovou derivaci
na (a,b); ¢ se nazyva parametrizace C.

Poznamky.
1) @' (t) = (PL(t), ..., (1)) je tecny vektor C' v o(t).
2) Je-li h: (c,d) 2% (a,b) t¥idy C; s ' # 0 na (c,d), pak
1 = poh je také parametrizace C. Kazda parametrizace C'
se da zapsat v tomto tvaru.

Priklady.
1) Usecka v R” s krajnimi body a # b:

pt)=a+ttb—a), te(0,1),
O(t)=b—a.

2) Oblouk kruznice v R?, stied (z, ), polomér r:

T =xy+rcost,

y=yo+rsint, te (ty,ty) (to—1t; <2m),
o(t) = (g + rcost,y, + rsint),
' (t) = (—rsint,rcost).

Definice. Krvivka C' v R™ je konecné sjednoceni na sebe
navazujicich obloukt C4,...,C}. Parametrizace C je vek-
torovd funkce ¢: (a,b) — C, pro kterou existuji body
ty =a <t < - <t =btakové, Ze |y, . je pa-
rametrizace C; pro kazdé i € {1,...,k}.

kragni body: v(a), p(b)

uzaviend: ¢(a) = p(b)

jednoduchd: ¢ je prostd na (a,b)

orientovand: stanoven pribéh (odpovidé parametrizaci)

Poznamka. Jednoduché kfivka mé dvé orientace.

Definice. Uzaviena jednoduch4 orientovana k¥ivka v R? je
kladné orientovand, pokud probiha proti sméru hodinovych
rucicek (vnitfek je po levé strang).

Véta. Je-li f spojita funkce na kiivce C' s parametrizaci
p: {a,b)y = C, pak
b
160 as= [ 1) 1o o) ar.
a

Poznamky.
1) Nezavisi na param., orientaci (neorientovany integral).
2) Vyuziti: délka kiivky (f(x) = 1), hmotnost, mo-
menty, ... jednorozmérnych utvard, intenzita el. pole — pro
vektorové pole: [ (Fy,....F,) = ([o Fy,..., [o F,).

Piiklad. Délka zavitu spirdly v R? s osou z, polomérem r,
vyskou zavitu v:

@p: X =rcost,
y =rsint,
z=45-t, tec(0,2m),

[’ ()| = || (—rsint,rcost, 22 )|| = \/@’
2w

[ras= [T\ g a= vimes

C 0



Véta. Je-li F je spojité vektorové pole na orientované
kiivce (C) s parametrizaci ¢: (a,b) — C, pak

b
/ F(x) ds = / F(np(t)) @' (t) dt.
(C) a

Poznamky.

1) Pouziva se i znaceni (napf. v R3): f(c)(Fl,F2,F3) .
- (dz,dy,dz) = f(C) Fy dz + F, dy + F; d=.

2) Nezavisi na parametrizaci, pro opac¢né orientovanou
kiivku opacny vysledek (orientovany integral).

3) Je-li F na (C) nezaporny nasobek te¢ného vektoru:
JiyFds = [J(Fog) ¢ dt = [I|Fog| ¢ dt =

= Jc IFIl ds.
4) Vyuziti: prace, potencidl, intenzita mag. pole, ...

Piiklad. Spoctéte f(c)(—y,x 1) ds, kde (C) je kladné
orientovand hranice {(z,y) € R?: 22 +y? <4, y > —z}.

‘pl(t> = (1, _t) ) (t>
ei(t) = (1,-1), e5(t) =
te(—v2,v2), t

(2cost,2sint),
(—2sint,2cost),

€(=imim),

/ (—y,z—1) ds—|—/ (-y,z—1)ds
(C1) (C2)

V2
:/ (t6—1)-(L,—1) dt
v

37 /4
+/ (—2sint,2cost — 1) - (—2sint, 2cost) dt
—m/4

V2 37 /4
:/ 1dt—|—/ (4 —2cost) dt = 4r.
-2 —7/4

Véta (Green). Je-li G C R? omezena oblast, jejiz hranice
(0G) je kladné orientovand uzaviena jednoduchd kfivka,
a F = (Fy, Fy) je vektorové pole t¥idy C* na oteviené nad-
mnoziné G U 0G, pak

/ Fds-//(aFQ—aFl> dxdy.
0G)

Piiklad. Spodctéte f(c)(—y, x —1) ds, (C) je kladné& orien-
tovana hranice G = {(z,y) € R?: 2% + y* <4, y > —z}.

://<8F2_aFl> dz dy //2dxdy

T = 0CoSyp 3r/4
= y = psinp / / 20 dp do =4m.
|det J| = o /4

’ Plosné integraly ‘

Definice. Mnozina S C R" se nazyva list, pokud existuje
dvojrozmérny interval A a prosté ®(u,v): A =% C tifdy
C* na oteviené G D A s linearné nezavislymi 22, 22 na G;
® se nazyva parametrizace S, obraz hranice A se nazyva
okraj S.

o0 0@
ou’ Ov

nenulovy thel), , méfitko” je ||

Poznamka. jsou teéné vektory (nenulové, svirajici

ull - ||au|(l Smj(ai,?ﬁ)
o o

v R3 je to velikost normalového vektoru 5o X Gu-

plocha: sjednoceni listti protinajicich se jen v okrajich
orientovand plocha v R3: uréena orientace normél (odpo-
vid4 paramerizaci)

pro S graf f(x,y) lze

®(z,y,2) = (2,9, f(z,y))

@X@:(W 8fl)

ox oy T oz oy

Véta. Je-li f spojitd funkce na plose S C R3 s parametri-
zaci ®: A — S, pak

[[ ey as -
://Af(fb(u,v))-Hgi(u,v)Xgi)(u’”)

Poznadmka. Vyuziti: obsah plochy (f = 1), hmotnost,
momenty, intenzita el. pole, ... plo$nych utvaru.

dudv.

Priklad. Obsah plasté kuzele s vyskou v a polomérem
podstavy r: S = {(z,y,2): 2> +y*> <r?, z =2 /a2 +y?}

P(z,y,2) = (0cosp, osing, £ o), 0 € (0,7), v € (0,27),
| % X %H = H(coscp,sin%%) X (—gsinap,gcosgo,O)H

v : 'U2
—Yosing, )| =0/ %= +1,
T 2 3
//ldS:// 1-0v/% +1dpdo=mrvr? 402,
s 0o Jo

Véta. Je-li F spojité vektorové pole na orientované
plose (S) C R? s parametrizaci ®: A — S, pak

/ /( Flay2)as=
://AF(CI)(U,U)) - (gi)(u,v) X ?f(u,v)) dudo.

Poznamky.
1) PiSeme i ff(s) F, dydz + F, dzdz + F; dzdy.

= [|(=% ocos ¢,

2) Pro opa¢né orientovanou plochu opa¢ny vysledek.

3) Pro F nezép. nas. normaly na (S5): [/, F dS = [[,(Fo
o®)-ndudv= [[,||[Fo®|-|n| dudv= [[]F| dS.

4) Vyuziti: tok pole plochou.
5) Vektorové pole lze integrovat i neorientované po sloz-

kach: [[g(Fy, Fy, F3) = ([[s Fr, [[s Fa. [[s Fs)-

Priklad. S = {(z,y,2): 22 +y*> =1, 0 < z < 1}, or. ven

g—i X ‘g—f = (—sinp,cos,0) x (0,0,1) = (cos p,siny,0),

ffion

27
= / / (cos @, sin p, 2%) - (cos @, sin, 0) dz dyp
o Jo

27 1
:/ / 1dz dp=27.
o Jo



’ Integralni véty ‘

Definice. Necht F = (F}, Fy, F3) je vektorové pole tiidy C!
na oteviené mnoziné G C R3. Pokladame

OF, | OF, | OF

divF:V-F:$+ By + 9 divergence F,
o2 9 0
Jr Oy 0z

rotF=VxF=|F, F, Fy|, rotace F.
i j k

Poznamka. Divergenci miZeme zavést v kazdém R", ro-
. o\ , 2. _ OF: OF
ta(.:} mizeme zavést v R2: rot(Fl,,FQ’, 0) = (0,0, %2 — 8y1)7

zajimava je jen tteti slozka, pokladame tedy

oF, OF,
I'Ot(Fl,Fz) = 87; — aiyl .

Véta (Gauss). Je-li G C R3 omezena oblast, jejiz hranice
(0G) je plocha orientovana ven, F je vektorové pole tiidy C*!
na oteviené nadmnoziné G U 0G, pak

Jo™= I 07

Poznamka. Vektorové pole s nulovou divergenci se nazyva
nezridlové, integral vpravo udava mnozstvi zfidel v oblasti.
Naprtiklad pro intenzitu E elektrického pole naboje @ je
ff(aG) EdS = %, pro Poyntingfiv vektor P = E x H elektro-

magnetického pole antény o vykonu N je [ (oc) P dS=N.

Piiklad. (S) je povrch krychle (0, a)? orientovany ven:

// (m,2y,3z)d8=///6dxdydz=6a3.
(S) o Jo Jo

Véta (Stokes). Je-li (S) C R? orientovana plocha, jejiz
okraj (0S) je souhlasné orientovand uzaviend jednoduchd
kiivka, F vektorové pole tiidy C' na oteviené nadmnoziné

G UIG, pak
/ F= / / ot F.
(99) (8)
Poznamky.

1) Souhlasné orientace: stojime-li na ploSe orientovani
nahoru, vidime okraj orientovan kladné.

2) Vektorové pole s nulovou rotaci se nazyva nevirové.

3) Greenova véta: tfeti soufadnice nulové.

Definice. Potencidl vektorového pole F na oteviené mno-
ziné G C R" je funkce f na G, pro kterou F = grad f. Ma-1i
F potencial, nazyva se potencidlové.

Poznamka. Potencidly vektorového pole na oblasti (sou-
vislé oteviené mn.) se lisi o konstatu, na disjunktnich ob-
lastech jsou nezavislé, staci je tedy vysetfovat na oblastech.

Tvrzeni. Je-li ¢: (0,4+00) — R spojitd, pak centralni
vektorové pole F(x) = o(]|x]])-x (x € R™\{0}) m4 potenciél
f(x) = G(||x||), kde G(t) je primitivni funkce k t ¢(t).

o o
Ditkaz. 22() = G (x|} o /a7 + -+ o = el x)):
et = o) - = Fio).

Priklad. Potenciél elektrického pole bodového nédboje Q.

Q
E(X)me, X?éo7
Q . Q
/’f‘msdt—‘@*“
Pl =~ (ol 5 0),

Véta. Spojité vektorové pole F na oblasti G C R" je
potencialové pravé tehdy, kdyz pro kazdou uzavienou jed-
noduchou orientovanou kfivku (C) C G je f(C)F =0

(konzervativni pole).

Poznamky. Za piedpokladt véty:

1) Kiivkovy integral ,nezavisi na cesté“, je roven rozdilu
potencialt v koncovém a pocatecnim bodé krivky.

2) Potencial lze pocitat f(x) = f(x,) + f(c) F,kde (C) C
C G je orientovand krivka z x, do x.

Véta. Je-li F potencidlové vektorové pole tiidy C' na ob-
lasti G C R™ (n € {2,3}), pak rot F = o.

Diikaz. Pro f € C?(G) je rot grad f = o.

Véta. Je-li F nevirové vektorové pole tiidy C! (rot F = o)

na oblasti G C R™ (n € {2,3}) a plati-li néktera z podminek

(1) n = 2 a vnitiek kazdé uzaviené jednoduché kiivky v G
lezi v G (tj. G je jednoduse souvisld),

(2) n = 3 a ke kazdé uzaviené kiivce C C G existuje plocha
S C G, kterd ma za okraj C (tj. G je plosné jednoduse
souvisla),

(3) n = 3 a existuje bod (zy,¥y,29) € G takovy, Ze pro
kazdy (z,y,z) € G lezi v G 1 tsecka spojujici tyto
body (tj. G je hvézdicovité souvisla),

pak F je potencialové.

Priklad. Pro

F(z,y) = ( — -

$2+y2,$2+y2

). @000

je rot F = 0, ale pro kladné orientovanou jednotkovou kruz-
nici s parametrizaci p(t) = (cost,sint), t € (0,2m) je

2m
/ F ds = / (—sint,cost) - (—sint,cost) dt
(©) 0

27
:/ 1dt =27 #0.
0

Poznamka. Podobné v R? pfidanim t¥eti nulové soufad-
nice.

Priklad. Najdeme potencial F(z,y) = (2zy,2?). F €
€ C1(R?), rot F = % - 83—21 = 0 na R?, potencial existuje,

(C(%y)): usecka z (0,0) do (z,y), ¢(t) = (tz,ty), t € (0,1),
1
flz,y) = / F ds = / (2zyt?, 2%t?) - (z,y) dt
(Clav)) 0

1
:/ 322yt dt = 2%y
0



R U{—=o00,+00}, CU {0}

Definice. (Nekonecnd diselnd) tada je vyraz a; + ay +
+ag+ - = >0, a, kde (a,)52, je posloupnost ¢isel.
Cislo ay, je k-ty clen, s,, = > p_; a;, je n-ty ¢dstecny soucet,
s=1lim, , s, je soucet (pokud existuje).

Rekneme, ze fada konverguje, je-li s € C; diverguje, je-li
s € {£0o0, o0}; osciluje, pokud lim,, _, s, neexistuje.
Piiklady.

1) Y po, 1 diverguje: s, = n, lim,,_, s, = +oc.

2) Yoo (Dl =1-1+1-1+--- osciluje: s, = 1
pro n liché, s,, = 0 pro n sudé.

3) Geometrickd tada s kvocientem q: a; + ayq + a;q°> +
TR

sp=a;(14+q+- +Q”’1)
gsp=a,(  q+-+q"""+q")
(I-q)s, =a;(1—¢" )
a (1 —q"
5= all=d)

o0

_ a
St = g <1
k=1 q

Pro |q| > 1 a a; # 0 nekonverguje.

Véta. Komplexni fada Y ., a;, konverguje pravé tehdy,
kdyz# konverguji fady Y ,-,Rea, ay ;- Ima,. Pak

Zak :ZRG% —l—jZImak.
k=1 k=1 k=1

Poznamka. Pro divergenci v C stac¢i, aby divergovala fada
realnych nebo fada imaginarnich ¢asti. Neni to nutné, napft.
S ore  (—2)* diverguje v C.

Véta. Jestlize Y ;o | ay, > pey by konverguji, c € C, pak

Z(ak+bk) = Zak+zbka
k=1 =1
25:(3 ag 47(3§£:(lk

k=1

Véta (nutnd podminka konvergence).
konverguje, pak lim,_,  a; = 0.

Jestlize Y ;2 | ay,

Dukaz. lim,_, o a;, = limy_, (s, — s,_1) = lmy,_, s, —

—lim,_, s, =5—5=0.
Véta. Rada s nezdpornymi ¢leny mé soudet.

Dukaz. (s,)52; je neklesajici, tj. lim,,_, . s,, existuje.
Véta (srovnavaci kriterium). Necht' 0 < a;, < b, pro kazdé
k e N.

1) Konverguje-li Y ;- b, pak i Y -, a;, konverguje.

2) Diverguje-li ;- | ay, pak iy po by, diverguje.

Dtikaz. Disledek véty o monotonii pro limity.

Priklady.
1) Harmonickd Tada:

Sohotabadbadalelebeleo
k=1
SOV SCH | E S S T
=1+34+5+5+ - =+00.
2) Proa <1: >, 1/k* > 377 | 1/k diverguje.
Véta. Konverguje-1i >_;- ; |a;|, pak konverguje > ;2 | a;.

Dikaz.
1) a;, € R: at = max{a,0}, a~ = max{—a,0}

a=at—a,la=at+a,0<at,a” <|q

>y |ak| konverguje . .

S an, Yo ay konvergujl (srovnavac1 kriterium) ...

Do e = e (e —ap) =300 aff = 3000 ay, konw,
2) a;, € C: 0 < |Reay|, Imay| <lag|

> ey lag| konverguje ...

Yoreq |Reay|, >, Imay| konverguji (srovnéavaci kr.) ...

e Reay, > re, Ima, konverguji podle 1) ...

i1 O

=Y 1 Reay +j Y2, Ima,, konverguje

Definice. Rekneme, ze 2211 a;, konverguje absolutné, po-

kud konverguje > o, |ay|-

Poznamky.

1) Jestlize redlnd fada konverguje neabsolutné, pak je
Yreial = 3 pe,ap = +oo, kazdé éislo z R U {£oo} je
sou¢tem vhodného prerovnani fady.

2) Absolutné konvergentni fadu muZeme bez zmény
souctu libovolné prerovnat i rozdélit na soucet fad.

3) Geometricka fada konverguje absolutné (pokud konv.).

Véta (podilové kriterium). Necht a;, # 0 pro kazdé k € N.
1) Je-li |*££2| < ¢ < 1 pro kazdé k € N, pak > ;7 a
konverguje (absolutné).
2) Je-li |%| > 1 pro kazdé k € N, pak Y - ; a;, nekonv.

Dukaz.
D) lag] < ap_qlgl <--- < |a1|qk_1; 22021 |a1|qk_1 konv.
2) lag| = fag_1| = -+ > ay1], a, 4 0

Poznamka. Stadi, aby byly nerovnosti splnény pro dosta-
tecné velkd k, tj. poc¢inaje nékterym k.

Véta (limitni tvar podilového kriteria).
1) Je-li limy,_, | 52| < 1, pak }°7 | a;, konv. (abs.).

ak+41

o | > 1, pak Y52, a;, nekonverguje.

2) Je-li limy,_, |

Priklady.
1) Y22, 4 konverguje: ““‘H’ — TH 0.
2) 21?;1% — kr. nerozhodne: \aiﬂ - kiﬂ 1 (diver-

guje — nestadi, aby podily byly mensi nez 1).



Véta (odmocninové kriterium).

1) Je-li {/]a| < ¢ < 1 pro kazdé k € N, pak S5, a;,
konverguje (absolutné);

2) Je-li ¥/]ay| > 1 pro kazdé k € N, pak >y | a, nekonv.

Dukaz.
1) Jay| < q*, 52, ¢* konverguje
2) lay = 1, a5 £ 0

Véta (limitni tvar odmocninového kriteria).
1) Je-li limy,_, o ¥/|a,| <1, pak Y ;- a; konv. (abs.).
2) Je-li lim;,_, . {/|a| > 1, pak Y ;- | a; nekonverguje.

P¥iklad. Z;ozl(kiﬂ)k nerozhodne: {/]ay| = 25 7 1;
limy, . aj, = lim,_,  [(1+ %)k]fl =e~! # 0 - diverguje.

Poznamka. Odmocninové kriterium je 0¢innéjsi, ale ob-
vykle se hiife pouziva.

Priklad. > ;7 ja, =3 +1+ 1 +3+5+3+
gy = 27F, ag, = 27K,
a, — 2-1/2 < 1 - konverguje podle odmocninového kr.

ﬁ = 2 — podilové kriterium nerozhodne

Véta (integralni kriterium). Necht f je nezdpornd neros-
touci funkce na (1,+00). Pak >, f(k) konverguje pravé
tehdy, kdy# konverguje f1+°° f(x) dx.

Ditkaz. f(k) > [F f(2) do > f(k + 1),
ey f(R) = [T fz) do > 02 f(R) — f(1)

Priklady.
1) 375 % diverguje: f1+oo % dr = [Inz]]>™ = +oo.

2) >p2, 7= konverguje pro a > 1: f1+oo =% dx = L

a—1"

Priklad. Jaka je chyba Z;O:l 1%2 = %’/TQ, pokud secteme
prvnich 100 ¢lent?

+ - —
221101 ap < f1ogox Pde =[x 1]?0%0 = 1(1]0 =0,01
+oco B )
D101 Ok = Jior @ 2de = [—aYfgr = 71(1]1 = 00,0099

Véta (Leibnizovo kriterium).  Je-li (a;)32, nerostouci
posloupnost nezapornych c¢isel s lim,_,  a, = 0, pak
Yre (=D)* e, =ay —ay+ a3 —ay + -+ - konverguje.

o / 1 /
Dtikaz. s; > 53 > -+ (8,8 <5, <+ A5 <d,
/ "n__n; T T
s =" =limy_, o (Sopq1 — Sop) = limy o agp g = klglgo Ay

Poznamka. Jind formulace: Alternujici fada (st¥idaji se
znaménka) s |a;| N\, 0 konverguje.

Piiklad. 307 (-1t =1-141-14...(=1n2) kon-
verguje: stiidaji se znaménka, |a,| = ; \, 0. Ne absolutné:
Srei lagl = 352, = +o0 (podle integralniho kriteria).

] Funkéni fady \

fit fot =300 f ma N2, D(fi)
(bodovd) konvergence k f: x+— > 2 fi(x) (pokud konv.)
obor (absolutni) konvergence:

{z e Mz D(fi): Yorey fr(z) konverguje (absolutné)}

Priklad. Z;O:l%(x—Q)k = (fo) +%<x72)2 + -,
podilové kriterium konvergence:

k—o0

(@2 k =2 —— |z - 2|

E+1 (@—2)F

frt1(z)

fr ()
|z —2| < 1: konverguje absolutné

_ _k
T k41

|z —2| > 1: nekonverguje

oo
—1)k
x =1 Z (=1 konverguje (Leibnizovo kr.)

k
k=1
=3 i 1 nekonverguje (integralni kr.)
el

obor konvergence: (1, 3), obor absolutni konvergence: (1, 3).

Definice. Posloupnost funkei (f,,)5; konverguje stejno-
mérné k funkci f na mnoziné A, pokud

sup |f(z) = f,(a)] === 0;

z€EA
lokdlné stejnomérné, pokud pro kazdé xz € A existuje
okoli U bodu z takové, ze na ANU konverguje stejnomérné.

Poznamka. Lokalné stejnomérna konvergence na uzavie-
ném intervalu je stejnomérna.

Piiklad. f,(z) = ——

) 1
fulm) 0= f(x), x>0
|=1+40 ne stejnomérné

sup |f(z) — fu(2)
2€(0,+00)

n—oo

(SUP )|f(35) — f.(@)] = = =0 stejn., a >0
r€(a,+oo

lokélné stejnomérné na (0, +00)
Poznamka. Pro fady uvazujeme posl. ¢asteénych soucti.

Véta (Weierstrassovo kriterium).  Jestlize |f.(z)| < ay,
na mnoziné A pro kazdé k € N a )~ | a, konverguje, pak
> rey [ konverguje stejnomérné a absolutné na mnoziné A.

Dikaz. z € A: > 00 [fe(@)] < X0y aps Dopey [1(x) tedy
konverguje absolutné, soufet oznacme f(x).

(@) = 3k H@)] = [ fe@)| < 302,10 @)

oo n—o0
S ZkZ?’L-'rl ak —_— 0.

Priklad. > ;7 2"t = {1 z € (—1,1) (geom. fada); pro
lz] < g < 1je |z*=1| < b1, S°02, ¢! konverguje, tedy
fada konv. abs. a stejnomérné na (—gq, q) pro kazdé ¢ < 1,
tedy abs. a lokalné stejnomérné na (—1, 1); ne stejnomérné:

o0 n

— xT
l‘kl

sup =+

ze(—1,1)

= sup
ce(-1,) 1 —x

k=n-+1



Véta. Jsou-li f,, (n € N) spojité funkce konvergujici lokalné
stejnomérné k funkci f na intervalu I, pak:
1) f je spojitd na I.
f Iz dxﬂﬁf;f(x) dz pro (a,b) C I.
3) Jsou-li f’ spojité a konverguji-li lokalné stejnomérnsé,
pak f}(x) === f'(«) na I.

Dikaz. 1) a € I, e > 0: [f(z) = f,(2)],[fn(a) — fa)] < 5
pro velké n ze stejnomérné konvergence, | f,,(z) — f,,(a)| < §
pro z blizko a ze spojitosti f,,; pak |f(z) — f(a)| < |f(z) —
_fn(x)|+|fn< )— W@ +[fn(a) = fla)| <5+5+5=¢
) 2 (F@) = Fu@)| < Jo- alsuplf(w) fal@)] #=2 0.
3) lim f] (= (f lim f] (¢ )/ 2 (ll/rnf: 1) dt)/ =

= (lim(f, (x)_fn(a’))) = (f(x)—f(a)) = f'(=).

Poznamka. Stejnomérné konv. fada spojitych funkci ma
spojity soudet, da se integrovat a (pokud jsou derivace spo-
jité a jejich fada konv. stejnomérné) derivovat ¢len po ¢lenu.

Priklady.
1) Funkee f,(2) = 155 konverguji k nespojité funkci na
(0, 4+00), tedy ne stejnomerne.
2) Graf f, je lomend ¢ara spojujici body (0,0), (5=
(1,0)a (1,

ne stejnomérnd: fol I

2n),
o

0); f,, konverguji k nulové funkci na (0, ?), ale
n—0o0

(2) de=1""2%14#0= [/0da

Mocninné rady

Definice. Mocninnd Tada se stredem x a koeficienty a,:

oo

Zak(a:—xo)k:ao+a1(x—az0)+a2(x—x0)2+--~
k=0

Véta. Pro mocninnou fadu se stfedem x, existuje polomér
konvergence r € (0, +00) U {+0o0}, pro ktery plati:

1) Rada konverguje absolutné a lokalné stejnomérné na
{z: ]|z -2y <7}

2) Rada nekonverguje v Zadném bodé {x: |x — zo| > r}.

Dtikaz. Konverguje-li v z; # x,, pak aj(z; — z¢)* — 0,
existuje M € R tak, ze |a(z; — 2¢)*| < M; pro ¢ < 1,
|z — 0| < qloy — 2ol je ag (z — x0)*| = |ay, (x1 — x0)*] -
. ’f‘%| < M - ¢*; podle Weierstrassova kr. konverguje
1-To

absolutné a stejnomérné na {z: |z — x4 < qlz; — 2|},
tedy lokalné stejnomérné na {z: |z — x4 < |x; — zpl};
r = sup{|z; — zy|: Fada konverguje v x, }.

Poznamka. Na hranici oboru konvergence {x: |z — 24| =
= r} mohou nastat jen tyto pfipady:

1) nikde nekonverguje;

2) nékde konverguje (ne absolutné), nékde ne;

3) vSude konverguje absolutné (jakmile v jednom bodé).

Véta. JestliZe pro mocninnou fadu Y-, a;, (x — )" exis-

tuje lim,_, . ¥/]a.| = A nebo llmk_>oo| a’““} = A, pak jeji
polomér konvergence je A (véetné — =0, o+ = +00).

Dtkaz (odm.). /]ay (x —x0)F = {/]ag| - | — zy] LN
Az — zy|; podle odmocninového kriteria konverguje pro
Az — zy| < 1, nekonverguje pro A |z — xq| > 1.

Poznamka. Polomér konvergence je 1/ limsup,_, .. v/|a]-

Priklady.

1) Yp2 o 41 2% mé polomér konvergence +oo.

2)> o, % x* mé polomér konvergence 1, na hranici kon-
verguje absolutné.

3) Yrq + " mé polomér konvergence 1, v bodé 1 ne-
konverguje, v bodé —1 konverguje (neabsolutné).

4) Zkoio z* mé polomér konvergence 1, na hranici nekon-
verguje.

5) > re k! zF ma polomér konvergence 0 (ve svém stiedu
fada vzdy konverguje).

Véta. Jestlize pro |z —xy| <1 je > g ar (x—2)* = f(z),

> o bi (= m)* = g(x), pak
(f+9)(x) = Z(ak +by) (x — 20)*,
k=0

0o k
z) = ch (z — xo)k » Ok = Zaibk—i'
k=0 i=0

Tvrzeni. Rady Y -, a; (x—x0)F a > oy kay, (x —x9)F !

maji stejny polomér konvergence.

Dikaz. limsup,_,. &/[(k+ 1ap, | = lim;_, VEk+1-
limsupy,_, o /|y | = limsupy_, oo /]ay]

Véta. Uvniti kruhu konvergence je soucet mocninné fady
spojita funkce, fadu Ize derivovat a integrovat ¢len po ¢lenu.

Poznamky.

1) Pokud fada konverguje v hrani¢nim bodé oboru kon-
vergence, pak k limité sou¢tu (po poloméru).

2) Rada nemusi konvergovat v bodé, ve kterém ma jeji
soucet vlastni limitu.

Piiklad. ) 2, (—1)k 2k = 1ix, xz € (=1,1) (geom. fada),
nejkonverguje v 1, kde jmé soucet vlastni limitu. Integro-

k
vanim y ;2 (;i)l ot =In(1+42), 2 € (—1,1) (integracni
konstantu dostaneme dosazenim stiedu fady, konverguje

ivl).Prox:l:1—%+§—%+-~-:ln2.

Taylorovy rady

x)zzak(x_%)ka fxo) = aq,
k=0
’g;):Z]mk(x_xo)’“—l’ f(xg) =1-ay,
k=0

"(x) = k(k—1ay (@—2)"%,  f(wy) =2-1-a,,
k=0

F® (o) = klay,



Definice. Nechf funkce f ma v bodé z, derivace vSech
radi. Taylorova Tada funkce f v bodé z je fada

0 (k) (4
Zf (0)(l‘—l‘o)k.

k!
k=0

Priklad. Taylorova fada nenulové funkce miize byt nulova:

la) = {S_W’ o

ly|—=—+o0 ey

Poznamka. Mocninné fada je Taylorovou fadou svého
souc¢tu. Taylorova fada funkce muZe mit za soucet jinou
funkci. Konvergence Taylorovy fady funkce f v bodé z,
k funkci f v bodé z je zarucena, pokud zbytky Taylorova
polynomu konverguji k 0, tedy pokud

(n)
sup fn'(C) (x—z)"| =250,
c mezi x, xg .
Priklady. Pro x € R:
z r 22 2P = 2k
e :1+F+§+§+ :ZH’
k=0
72 74 26 0 (_1)k ok
cos:cflf§+zfa+~~:kgo(2k>!x ,
ad o = (=n* 2k+1
Slnl‘—l‘—y—Fa—ﬁ‘F'“:Zm

T 72 3 0 (_1)]671
In(1 -t = — = k
I+o)=7-5+3 2
k=0
a(a —1)
(14 ) _1+Fz+Tm2+"'
Piiklad. Taylorova fada funkce x e?* v bodé 1:

ze® = [(x— 1) + 1]V = [(z — 1) + 1]e? 271 =
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& 22k 1 L+2
:ez-i- %(x—l)k, fEeR
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Véta. Taylorova rada racionalni funkce k ni konverguje na
otevieném kruhu, jehoz polomér je vzdalenost stredu rady
od nejblizsiho kofene jmenovatele v C (po zkréceni).

Dikaz. Rozklad na soucet polynomu a parcialnich zlomkt
v C, stadi vySettit Taylorovy fady funkci f(z) =
xo # a. Vyuzijeme vétu o souctu geometrické rady:

—1)k k! ) —1)k
F0) = (x( — ZL)’€+1 ’ U= k(!%) - (zo( a))kﬂ
Zooa (x_a;)kzoo 1 (zx())k: 1
prd k 0 kzzoxo—a a— 1z, r—a

pro |5=22| < 1, tedy [z — z4| < |a — zq|.

Priklad. Taylorova fada v bodé 1:

-2 3 3 .3 I
r+1 x4+l  (z-1+2 7 2 1421
3 1 3 (:c—l)k
=1-2. :1_72 =

—1 .
2 1-2=1 2~ 2
1 << 3
=—= — 1)k, —1<2

Priklad. Taylorova fada v bodé 1:

R ()

Z k+1 - 1)k71

k 1

=2 oy

E+1

M —1)*, |z —1] < 2.

Priklad. Taylorova fada funkce arctgz v bodé 0:

1 1 - k, 2k
(arctgx) = = :Z(—l) ",

(2
I+a22  1—(-22) pre
oo
arctg 2k"'l—i—O, x € (—1,1)
k=0
Proledostanemel—%—k%—%—l— =arctgl =%

Fourierovy rady

po castech spojité funkce, perioda T' > 0, thlova frekvence
w = 2%, pouzijeme funkce coskwt, sinkwt (k € N), kon-
stantni 1 (cos kwt pro k = 0)

Poznamka. Vypocet soufadnice vektoru x pro ortogonélni
bazi {e,...e,} v R™

x:x1e1+~~+xnen /'ek
x'ek:%ek'ek:%“ekHQ
X'ek

el

Ty =

prostor po castech spojitych periodickych funkci s perio-

dou T, skalarni soucin:
T
— [ 100 a
0



Tvrzeni. Mnozina funkei {1} U |J;—,{cos kwt, sin kwt}
(tzv. trigonometricky systém) je ortogonalni, |1||*> = T,
||cos kwt||? = ||sin kwt||? = T/2 (k € N).

Dikaz.

T
(1, cos kwt) = / cos kwt dt = 0 = (1, sin kwt)
0

sin(z + y) + sin(z — y)

sinx - cosy =

2
sinz - siny = cos(z — y) ; cos(z + )
cos(z — y) + cos(z + y)
COST - COSY = 5
T . .
(Sin kwt, cos mwt) _ / sm(k—&-m)wt—;sm(k—m)wt dt =0
0

T
(f(kwt), f(mwt)) _ / cos(kfm)wt:;:cos(k+m)wt dt =
0
0 k#m
- {T}2 L i m’ f € {cos,sin}
Poznamka. Mnozina funkei {1} U (J,—,{cos kwt, sin kwt }
neni baze, ale miZeme pouzivat nekone¢né linearni kombi-
nace téchto funkci s podobné spoctenymi koeficienty.

Definice. Fourierova tada je fada

(o)
50 + Z(ak cos kwt + by sinkwt), w>0.
k=1
Véta. Jestlize fada %+~ | (a; cos kwt + by, sin kwt) kon-
verguje stejnomérné k funkci f, T = 27 /w, pak

T
:%/ f(t) cos kwt dt, ke NU{0},
0

2 T
:T/ f(t) sin kwt dt, keN.
0

Dtikaz. Funkce coskwt je omezend, miZeme ji roznaso-
bit fadu ¢len po ¢lenu, stejnomérnd konfergence zustane,
miZeme integrovat ¢len po ¢lenu, tedy (f(t),coskwt) =
= (ay, cos kwt, cos kwt) = ay, - T/2. Podobné pro sin kwt, 1.

Poznamky.
1) MuZeme integrovat na intervalu («, o + T') pro kazdé
! 6 R, speciélné na ( T/2,T/2).
Q=% fo ) dt je stfedni hodnota funkce f.
) Je-li f polynom, integrujeme per partes, je-li f €
€ {sin, cos}, pouZijeme identity z diikazu ortogonality.

Definice. Fourierova fada funkce f s periodouT = 27 /w je
Fourierova fada s koeficienty spoctenymi podle predchaze-
jici véty. Piseme f(t) ~ 92 + 3.7, (ay, cos kwt + by, sin kwt).

Véta. Jsou-li funkce f a f’ po ¢dstech spojité, pak Fourie-
rova fada funkce f konverguje v bodé t k % (f(t—)+f(t+)).
Je-li navic f spojita, pak je tato konvergence stejnomérna.

Poznamka. V bodech nespojitosti f dochéazi k tzv. Gibb-
sovu jevu — konecné soucty Fourierovy fady ,,prekmitnou®,
délky rozkmitu se limitné blizi hodnoté G - | f(t+) — f(t—)|,

kde G = 2 [ st df = 1,18 je tzv. Gibbsova konstanta.

Priiklad. Funkce f s periodou T = 27

fu):{l,t€<QﬁL

1, te(m2m).
w = 1, funkce f je ,skoro lichd“, dostaneme tedy

2

=90 | f()cosktdtzO

bk:% f()sinktdt:z/ f(t)sinkt dt =

2 s
— / sinkt dt = z {— €os kt] =
T Jo m ko],

~ 2(1 —coskm) 2(1 1)) _Jo,
N km Im =

k sudé
k liché

4. 4 4
f({t) ~ —sint 4+ —sin3t + —sinbt +--- =
T 3m 51

o0 o0 4 )
= Z k‘i sin kt = Z m Sln(?k — l)t
k=1 k=1
k liché

Rada konverguje k f v bodech jeji spojitosti, v km k 0.

n 4 1,1 _ 1
Prot:§dostanemelz;(1—§+5—7—|—--~)7tedy

1 1 1 —
l-g+5-—7+ =1

Poznamka. Fourierova fada sudé funkce je sudéd funkce,
(kosinovd F. Tada). Fourierova fada liché funkce je lichd
funkce (sinovd F. fada). Je-li T/2 antiperioda (f(t+7/2) =
= —f(t)), pak mé Fourierova fada jen liché ¢leny.

(Sinova/kosinova) F. fada funkce na omezeném intervalu:
periodicky prodlouzime (po lichém/sudém rozsiteni).

Piiklad. Kosinova fada f(t) = 1 —t, t € (0,1): Sudé
1

roz§ifeni f(t) = t—1prot € (—1,0), periodické prodlouzeni,
T=2w=2=mb,=0.

4 T/2
4,/ 1

T
4 /2 L dé
*/ t) cos kwt dt = 0’4 >-O,su ©
T 7 k liché
1 4 4
f@t) ~ 3t =2 = COSL‘+ 9.2 5 cos3t + — 552 5 €os 5t -
1 = 4
- §+ Z mCOSk‘t:
k=1
k liché
[ 4
== ————cos(2k — 1)t
3 + - @k —17r 5 cos( )

Rada konverguje k f.
Prot:Odostaneme 1=1+5(Q4+H+m+

2
EtE L= Mmﬂg E=x.

), tedy

Véta. Necht f je periodickd funkce, f, f’ jsou po ¢dstech
spojité, f(t) ~ L4327 (ay, cos kwt+by, sin kwt). Pak plati:
1) Je-li f spojita, pak
F'(t) ~ > pe (bykw cos kwt — ajkw sin kwt).
2) JehaO—OaF’*f,pak
F(t)~% +> 0 1(*? cos kwt + & sin kwt).



Amplitudové-fazovy tvar

243 Apsin(kwt + @), A, =0, ¢ € (0,2m).

2
k=1

Piepis (souctovy vzorec pro sinus):

o0
24 Z Ak sin - cos kwt + A;, cos ¢, - sin kwt)
- ak bk
Obracené:
Ak:\/&i—Fbi, A, #0: sincpk:aik,
Vai+b:
b
CoS ), = k

Komplexni tvar

oo n
g ¢, €t = lim E ¢, Rt
n—oo

k=—o0 k=—n

Ptepis (¢)¥ = cosy + jsiny):

oo
Co T Z((Ck + ¢p_q) cos kwt + j(c;, — ¢;_y) sin kwt)

a9/2 k=1 A bk
Obracené:
ay, — jby, ay, + jby
Cp=——""", C_p=—"—F7"", keN
F 2 b 2
Pro redlnou f:
C*k = 6]{: 5
suda: b, =0, Imc¢, =0, C_p =Cp,
licha: a, =0, Rec, =0, C_p = —Cp.

Piimy vypocet — skalarni soucin v C:

T
9) :/0 £(6) 908 dt

Ortogonalita systému {e**!: k € Z}:

T T
(ejkwt7ejmwt) _ / ejkwt LeTimwt qp — / ej(k—m)wt dt
0 0

- ie—mywt] T
[L] =0, k#m.
0

(k—m)wt
Vypocéet koeficientu (k € Z):

(f( ejkwt —jkwt
H eJkWt||2 - / f J dt

Ck:

Priklad. e’ na (0,1): T =1, w = 2% = 2m,

1 .
_ t _—jkwt _ (e — 1)(1 + 2kTj)
ck—/oe-eJ dt = TPTER ,

(e —1)(1 4 2k7)  gpni
f(t) ~ Z 1+ 4k272 et =

k=—oc0
./ 2(e—1)
= (ef 1) +;<1—|—4k2ﬂ'20082kﬂ-t+

—dkm(e—1) |
m S11 2k7Tt> .



