DMA Domaéci koronatkol ¢. 9b

Tento tkol vypracujte a pak své feSeni ukazte v ramci cviceni na MS Teams.

1. Dokazte indukci, Ze pro kazdé n € N plati > (13% — 13k=1) = 13" — 1.
k=1
Poznamka: Zkuste si tu sumu rozepsat dlouhym zapisem, pak uvidite, co se tam vlastné déje. Ale dikaz

je lepsi psat sumou, protoze tii tecky jsou podezrielé.

2. Dokazte indukci, ze pro véechna n € N, n > 3 plati n? > n + 5.

Reseni:

1. Suma vlastné vypada takto:

> (13F — 1381 = (13" = 13%) 4 (137 — 131) 4 (13% = 13%) 4 -+ + (13" — 13"7%) + (13" — 13" 7).
k=1

Po zruseni zavorek by si ¢clovek tipnul, ze se skoro vse pokrati a zbyde pouze 13" — 1. Tomuto se tika
,teleskopickd“ fada, zacvakne se jako piratsky dalekohled. OvSem nékdo by mohl zac¢it stourat, co se
vlastné déje v téch trech teckach, a na to mame diikaz indukci.

1
(0) Pro n = 1 to zjevné plati: > (13% — 13k71) = 13! — 130 = 13! — 1.
k=1
(1) Libovolné n € N: P¥edpokladame, ze > (13% — 13k=1) = 13" — 1.
k=1

n+1 n
Pak Z (13k — 13k_1) = 2 (13k _ 13k—1) + (13n+1 o 13(n+1)—1)
k=1 k=1

2 (13" — 1) + (137*+1 —137) = 137+ — 1.
Poznamka: Nékteri studenti si iplné na zacatku upravili dany vyraz na
n n n
SO(13F —13F ) = ST (13- 13t — 13k 1) = 12 3 13+

k=1 k=1 k=1
n—1
a pak délali diikaz s nim. Je to tak v porddku. Vidél jsem také variantu 12 > 13* s posunem indexu.
k=0

2. V(n): n®> >n+5.
(0): n = 3: Mame dokazat, ze 9 > 8, coz je zjevné pravda.

(1): Necht n € N, n > 3 je libovolné. Predpokladejme, ze n? > n + 5.

(Koment4i: Chceme dokézat, ze pak plati (n+1)? > (n+1)+5 neboli (n+1)? > n+6. Obvykle je lepsi
zacit od komplikovanéjsi éasti, zkusime vyrobit vyraz n?

Jdeme na to:)
Pak

, na ktery pak aplikujeme indukéni predpoklad.

(n+1)2:n2+2n+11§)(n+5)—|—2n+1: (n~|—6)+2n[ > ]n+6: (n+1)+5.

I 2n>0 —
Diikaz je hotov.
Komentai: Po aplikaci IP a upraveé vyslo 3n + 6, ale my potfebujeme n + 6. Nastésti je cilovy vyraz
mensi nez ten, co nam vysel, takze je mozné pokracovat v fetizku nerovnosti. Pouzili jsme nerovnost >,
abychom ukéazali, Zo staci, protoze jednu ostrou uz v fetizku mame, ale samoziejmé by bylo piirozenéjsi
mit i na konci ostrou nerovnost. U té ,vynechévaci®“ nerovnosti je dobré uvést vysvétlujici komentar.
Vidél jsem také péknou variaci toho konce

n+1)2=--=3n+6>n+6=(n+1)+5.
T

[n>0 = 3n >n|



