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Resené priklady na Fourierovy fady
1. Najdéte Fourierovu fadu pro (periodické prodlouZeni)
1, t€{0,2);
o ={

-1, te(2,4).
Urdete soucet této rady.

2. Najdéte Fourierovu fadu pro (periodické prodlouZeni)

[T, t €(0,2);
ﬂﬂ_{3—u te (2,4).

Urdete soucet této rady.
3. Najdéte sinovou Fourierovu fadu pro (periodické prodlouzenti)

[T, t €(0,2);
ﬂﬂ_{3—u te (2,4).

Urdete soucet této rady.

4. Najdéte kosinovou Fourierovu fadu pro (periodické prodlouzeni)
1, te(0,1);

ﬂw:{o,teﬂA)

5. Najdéte Fourierovu fadu pro (periodické prodlouZeni)
fHy=1—1te (-1,1).

Urdete soucet této rady.

Urdete soucet této rady.

Resenti:

1. Parametry: Délka periody je T' = 4, frekvence w = =% = 7.

T 2 4
2
aozf/f(t) /1dt /1dt ~0,
0 2

_ 1z kZ ’ kT =0
=3 [H sm( Et)}o - = [— sm( t)L =
T 2 4
2 1
bsz/f(t)sin(kwt)dt:2</smk t) /smk t) dt
0 0 2
zl—icos k5t 2—l—icosk 5t)| = +—|—cos(km) + cos(0) + cos(2k7) — cos(km
2L kmw 20 km 2 k7r
1 2 0, ksudé
= [ (-1 +14+41—-(-DF=[1- (-1 = ’ ’
kﬂ'[ (- ) (- )} kﬂ'[ (=1)7] {%, k liché.
Licha cisla 1ze vyjadrit jako k£ = 2¢ + 1, ¢islim k£ = 1,3,5,7,... odpovidaji¢ = 0,1,2,3,.... Pro
né pak vyjde a = m Vyslednou fadu podle toho prepiseme, a protoze je tradici indexovat
1 T
pomoci k, piejdeme zase od 7 ke k.
Proto
I~ ——I—Z ar, cos(kwt)+ by, sin(kwt)) = 3 i —(—=1)¥]sin(kZt) = iism(@lﬁ—l)ﬂt)
P P k7r Pt (2k+ )7 2

Jaky je soucet fady? Nejprve si nakreslime periodické prodlouZeni dané funkce f (vlevo). Na tuto
funkci pak aplikujeme Jordanovo kritérium. Podle néj konverguje vysledna rada k funkci f vsude,
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kde je f spojita (tedy jeji periodické prodlouzeni). V bodech nespojitosti funkce f konverguje fada
1
k primeéru > ( fE+ f (t_)). Vysledek: vpravo je funkce, ke které konverguje nase Fourierova rada,

tj. jeji soudet.

N0
—C) () @)
2 ) {0 e—0 o—
- 2 4 6 8 10
2. Parametry: Délka periody je T' = 4, frekvence w = 2% =z
T 2 4
2 1
0 0 2
T 2 4
2 1
ar = ?/f(t) cos(kwt) dt = 5 (/(t —1) cos k t dt+/ — 1) cos k t) dt) << per partes >>
0 0 2
1 2 21 2 ; 1 2 4 1 2 ;
25[(t_1)HSID<k t) O—§E/smk tdt—|—2[(3—t)ﬂsm(l€ t §E/Smk t)
0 2
2 _ 2 o
=0+ [k27r2 cos(kgt)}o +0- [W cos(kft)}2
2 2
= W[cos(lm) — cos(0)] — 122 [cos(2km) — cos(km)]
2 2

4 0, k sudé
— (D] = (D) = [~k — 1] = ’ ’
k27T2[( ) ] k27r2[ (=1)7] k27r2[( ) ] {—#, k liché.

b = %/f(t) sin(kwt) dt = %(/(t — 1) sin(k%t) dt + /(3 — 1) sin(k35t) dt> = ( per partes )

2
1 2 a12 12 -
0
. 4
1 - 1 2 -
~ 3 [(3 —t)— cos(kgt)}2 ~ 3 E/cos(kgt) dt
2
" feos(kn) + cos(0)] + [ 1y sin(k51)] + 1 eos(2km) + cos(km)] — [ ;g sin(kE1)] =0
= ——|cos(km) + cos ——sin(kZ —[cos(2km) 4 cos(km)| — sin = 0.
km k22 2710 krm k22 2
Lich4 ¢éisla lze vyjadrit jako k = 2¢ + 1, ¢islim £ = 1,3,5,7,... odpovidaji:=0,1,2,3,.... Pro né
pak vyjde ar = —m. Vyslednou fadu podle toho pfepiSeme, a protoze je tradici indexovat
i T
pomoci k, piejdeme zase od 7 ke k.
Proto
fro— 4 Z a, cos(kwt) + by, sin(kwt)) Z k2772 — 1] cos(kZt)
k=1 1

- Z @lf_T)ﬂ' cos((2k + 1)%15).

k=0
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Jaky je soucet fady? Nejprve si nakreslime periodické prodlouzeni dané funkce f. Na tuto funkci
pak aplikujeme Jordanovo kritérium. Podle néj konverguje vysledna rada k funkci f vsude, kde je
/ spojita (tedy jeji periodické prodlouzeni). ProtoZe je nase prodlouZeni f vSude spojité, je souctem
fady prfimo tato funkce.

J©

Protoze je prodlouzeni f funkce suda, méla by vyjit fada kosinova, coz se také stalo.

3. Parametry: Délka zadaného uiseku funkce je L = 4, po vytvoreni liché funkce pfeklopenim vznikne
funkce s periodou T' = 8, pro sinovou fadu proto pouzivame specialni frekvenci w = &= = £+ = 7 a
klasické vzorce s L namisto 7.

Sinova fada ma ag = ar = 0.

L 2 4
2 1
by, = 7 /f(t) sin(kwt) dt = 3 (/(t — 1) sin(kZt) dt + /(3 — t)sin(kZ¢) dt) = ( per partes )
0 0 2
1 2 14 2
=3 [—(t —1)— cos(k%t)}o + 3 E/ cos(kZt) dt
0
\ 4
1 _ 14 _
~3 [(3 —t)— cos(kzt)}2 ~3 H/ cos(kZt) dt
2
= [cos(kZ) + cos(0)] + [kQ 5 sm(kzt)}o + - [cos(km) + cos(kZ)] [kz > sin(k t)L
2 k T
H[(_l) — 1+ 225 sin(k)
o1
Pro k sudé vyjde 0. Pokud je k liché, prvni ¢len d& ;—;l, zatimco druhy ¢len déva (—1)° k262 pro
’ 27
—4 , 1
k = 2i+1. Proto pro k liché, k = 2i+ 1 dostaneme by = @7 Dn + (—1)ZW. Jako obvykle
namisto ¢ zase pouzijeme k.
Proto
= 16
f~— 0 4 Z a, cos(kwt) + by, sin( kwt = Z[ 1]+ 12,2 sin(k%)} sin(k%t)
1 k=1
- 16
k : T
Z [(2k+1 (—1) h T 122 1)27r2} sin((2k +1)Zt).

Jaky je soucet rady? Nejprve dany tvar preklopime kolem obou os, ¢imz vznikne licha funkce,

rozsifenim tohoto zakladniho tvaru pak vznikne liché periodické prodlouzeni dané funkce f (vlevo).

Na tuto funkci pak aplikujeme Jordanovo kritérium. Podle néj konverguje vysledna rada k funkci f

vSude, kde je f spojita (tedy jeji periodické prodlouzeni). V bodech nespojitosti funkce f konverguje
1

fada k praméru 3 ( f+f (t*)). Vysledek: vpravo je funkce, ke které konverguje nase Fourierova

rada, tj. jeji soucet.

f®
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Alternativa: Je mozné viibec si nepamatovat onen specialni vzorec pro sinovou/kosinovou Fourierku,
ale aplikovat norméalni Fourierku na ten prodlouzeny zékladni tvar f na lichy dvojnasobek (viz obrazek
vlevo). Dostanese T’ = 8, w = 2% = 7. Jesté je tieba najit formulky pro ¢asti pfimek davajici zakladni

periodu lichého prodlouzeni a pak uz se jede, pro by vyjde

L
b = %/f(t) sin(kwt) dt
-L

—2

— i(/(—t — 3)sin(kZt) dt + /(t+ 1)sin(kZt) dt + /(t — 1) sin(kZt) dt + /(3 — ) sin (k1) dt)_

24 Zo 0 2

4

To vypada désné, asi je lepsi si pamatovat ten specidlni vzorec¢ek pro sinovou/kosinovou fadu. Tahle
alternativa se d4 trochu ulehéit tivahou, ze kdyz je f(¢) lichd na (—4,4), je f(¢)sin(kZt) sudd na
(—4,4), proto staéi integrovat pies pravou piilku a vzit to dvakrat:

2 4

L
2 ) 1 - (o
b, =2- T /f(t) sin(kwt) dt = 5(/(15 —1)sin(kZt) dt + /(3 — t) sin(kZt) dt).
0 0 2
Tohle je ovSem presné ten vzorec, ktery jsme dostali hned specidlnim vzoreckem, takze je asi opravdu
nejlepsi si pamatovat tu specidlni frekvenci w = I pro sinovou/kosinovou fadu.

4. Parametry: Délka tiseku je L = 4, vidime, Ze ona specifikace f(t) = 0 na (1,4) je duleZita, protoze
nam fekne, jak velkd bude perioda.
Pro kosinovou fadu nejprve vytvofime pieklopenim sudou funkci s periodou T' = 8, pouzijeme pak

specialni frekvenci w = 5= = F = 7 a klasické vzorce s L namisto T
L 1

2 1 1
Kosinova fada ma b, = 0. ag = —/f(t) dt = —/1dt: —.
L. 2, 2

0

0
L 1 )
2 1 114 2
ak = f/f(t) cos(kwt) dt = i/cos(kgt) dt = 5 [E sin(k%t)}o = sin(kZ).
0 0
Tohle nepfijde napsat rozumnéji, protoze kdyz dosazujeme postupné k£ = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
dostaneme 0, ¥2 1, ¥2 0, —¥2 1, —2 0, co# je piili§ nepravidelné.
Proto

f~ % + i(ak cos(kwt) + by sin(kwt)) = 1 S sin(k%) cos((2k + 1)%15),

k=1 k=1
Jaky je soucet fady? Nejprve dany tvar preklopime kolem osy y, ¢imz vznikne suda funkce, rozsitrenim
tohoto zakladniho tvaru pak vznikne sudé periodické prodlouzeni dané funkce f (vlevo). Na tuto
funkei pak aplikujeme Jordanovo kritérium. Podle néj konverguje vysledna fada k funkci f vsude,
kde je f spojita (tedy jeji periodické prodlouzeni). V bodech nespojitosti funkce f konverguje fada
1
k primeéru > ( fEH+ f (t*)). Vysledek: vpravo je funkce, ke které konverguje nase Fourierova rada,

tj. jeji soudet.

| SO 1 F(t)

@m0 @) *—

oo o o : £T8 - =
-4 11 4 789 -4 1°%1 4 789

5. Parametry: Délka periody je T' = 2. Tato funkce neni zadéna na intervalu typu (0, T), ale na jiném,



Fouricrovy Fady: Redené pifklady © pHabala 2012

ovSem posunuti intervalu nevadi, Fourierova fada se normalné spocita. Frekvence je w = 2% =T.
T/2 1
2 4
= tydt = [1—tdt = .
w=7 [ sy~ | :
—T/2 1
T/2 1
2 2
ar =% f(t) cos(kwt) dt = | (1 —t°) cos(kmt)dt = { per partes )
—T/2 ~1
1 1
[1 (1 — t2)sin(k t)}1 42 /t in(krt) dt 0+[ 24 cos(k t)}1 ;2 / (krt) dt
= |— (1 —t*)sin(kn — [ tsin(kw = — cos(km cos(km
kw 1 kw, k2m2 1 k272,
-1 —1
2 ) 1
=123 [cos(km) + cos(—km)] + [W sm(kmf)} T TmEs [cos(km) + cos(km)] + 0
4
_ k
- _(_1) L272°
T/2 1
2 . 2 -
b = T f(t)sin(kwt) dt = | (1 —t*) sin(kmwt) dt = ( per partes )
~T/2 -1

1 1

_ [—i(l —12) Cos(kwt)} 11 — ki/tcos(kmf) dt =0 — [ 1

: 2 :
- - kQﬂ'QtSln(kﬂ-t)}—l + kQWQ/SID(km) dt

_ —1

= g lsin(hm) + sin(—hm)] + [ g cos(hat)]| =0~ 2 eos(km) — cos(—kn)]
= —%[cos(lﬂﬂ) —cos(km)] = 0.
Proto . N
frog ];(ak cos(kwt) + by, sin(kwt)) = g N ;(_1)“1# cos ),

Jaky je soucet fady? Nejprve si nakreslime periodické prodlouzeni dané funkce f. Na tuto funkci
pak aplikujeme Jordanovo kritérium. Podle néj konverguje vysledna fada k funkei f vsude, kde je f
spojita (tedy jeji periodické prodlouzeni). V naSem piipadé je [ spojitd vSude, takZe to periodické
prodlouzeni je zaroven souc¢tem rady.

1 S

-10 1 2 3 5 7

Vsimnéte si, ze dand funkce je po prodlouzeni sudd, proto je vznikla rada prirozené kosinova. Kdy-
bychom si to prodlouzeni rovnou nakreslili, nemuseli jsme pocitat b, a $lo rovnou psat b, = 0.
Protoze interval (—1,1) jde na obé strany pocatku, uz dopfedu to rozhodne o symetrii. Vidime, ze
fada kosinova udélat piijde, protoze funkce f(t) = 1 —t? je na intervalu (—1,1) sud4, ale lichou z f
neudélame, takze sinova fada by nesla.



